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第 一 章 ， 数 值 计 算 中 的 误差 
§ 1 计数 与 数值 


1.1 远古 的 计数 


数 是 一 串 符号 或 字母 的 约定 性 组 合 ,用 以 表示 某 种 事物 的 量 或 值 的 多 考 程度。 因此 数 是 
事物 的 量 或 值 的 抽象 表示 ,通常 称 为 数值 。 数 值 来 源 于 计数 , 它 由 远古 的 计数 产生 而 逐步 形成 
了 它 的 表示 方法 。 计 数 频繁 地 在 日 常生 活 中 出 现 ,无 法 想象 一 个 成 人 不 会 计数 。 可 是 人 类 确 
实 有 过 一 个 时 期 , 既 不 知道 用 火 , 也 不 知道 计数 。 

远古 的 计数 方式 现在 看 不 到 了 ， 引导 我 们 走向 古老 年 代 ， 帮助 我 们 猜 破 这 个 谜 的 ,有 以 下 
三 条 途径 。 

中 研究 语言 ,研究 民间 的 传说 和 歌谣 。 在 语言 里 还 保存 了 许多 人 类 不 会 写字 时 代 的 痕迹 。 

@ 观察 婴孩 怎样 学 说 话 和 计数 ,就 像 会 重演 一 下 人 类 计数 发 展 的 某 些 步骤 ， 对 于 人 类 怎 
样 掌 握 计 数 , 可 以 得 到 一 些 启示 。 

@ 研究 原始 民族 。 在 非洲 .南美 洲 中 部 以 及 一 些 岛屿 上 ,还 有 一 些 很 落后 的 部 落 , 与 我 们 
五 千年 前 甚至 一 万 年 前 的 祖先 差不多 ,在 有 些 地 方 还 保存 着 原始 生活 方式 。 调 查 了 解 后 ,就 能 
帮助 我 们 知道 古 时 候 是 怎样 计数 的 。 通 过 以 上 三 个 来 源 的 信息 ,就 能 大 概 描绘 出 我 们 祖先 在 
发 明文 字 以 前 是 如 何 计数 的 。 

在 人 类 刚刚 学 会 说 话 和 用 火 的 远古 时 候 , 他 们 只 知道 两 个 数 : 一 和 二 。 如 果 要 数 的 东西 不 
此 两 个 ,就 简单 地 说 “很 多 ”。 近 代 发 现 ,还 有 整个 部 落 , 数 到 三 就 觉得 很 困难 了 。 在 婴孩 的 发 
育 过 程 中 ,也 有 一 段 时 间 , 只 懂得 什么 是 一”, 什么 是 “二 ”, 但 是 不 易 数 到 三 。 慢 慢 地 ,又 添上 
了 越 来 越 多 的 新 数 ,人 们 学 会 了 数 到 “五 ”, 又 把 两 个 “五 ”加 起 来 成 为 一 个 “十 ”, 大 自然 赋予 人 
类 的 “计数 器 ?帮助 我 们 学 会 了 它 ,这 个 计数 器 就 是 两 只 手 上 的 十 个 手指 。 

“五 ”和 “十 ”这 两 个 数 ,在 计数 发 展 史 上 起 了 很 大 的 作用 。 关 于 这 一 点 是 有 许多 迹象 的 。 在 
很 多 古代 民族 语言 里 ,前 十 个 数 的 名 称 是 和 手指 的 名 称 一 样 的 。 在 有 些 现代 民族 的 语言 里 ,也 还 
保存 着 这 个 现象 的 痕迹 。 例 如 ,在 现代 意大利 语 里 ，le dita" 这 个 字 即 表示 “到 十 为 止 的 数字 ”, 也 
表示 “手指 ”.“ 届 指 一 算 ” 也 说 明 早先 人 类 的 计数 是 和 手指 分 不 开 的 。 最 后 ,现代 的 十 进 制 计 数 
法 证 明了 “十 ”这 个 数字 在 计数 方法 的 发 展 中 有 多 么 重大 的 意义 。 由 此 看 出 ,人 类 首先 学 会 了 五 
个 五 个 地 计数 ,然后 把 两 个 五 合 起 来 十 个 十 个 地 计数 ,中 国 的 算盘 就 证 明了 这 一 点 。 

在 文字 出 现 前 ,每 一 件 东西 ,每 一 个 动作 都 要 用 一 个 特别 的 符号 (一 个 小 小 的 图 画 ) 来 表 
示 。 开 始 这 些 图 画 都 较 复杂 ,经 过 简化 形成 象形 文字 ,这 种 象形 文字 至 少 用 了 五 千年 。 那 时 候 
还 没有 特别 的 符号 (数字 ) 来 表示 数 ,为 了 改进 计数 的 技巧 ,必须 在 两 条 路 里 选择 一 条 :或 者 是 
转向 用 简便 的 文字 , 即 由 象形 文字 改变 到 用 字母 来 计数 ;或 者 是 发 明 一 种 方法 ,采用 特别 的 符 
号 来 计数 。 有 的 民族 走 了 第 一 条 路 ,如 罗马 记 数 法 ; 另 一 些 民族 走 了 第 二 条 路 ,如 巴比伦 记 数 
法 和 中 国 记 数 法 。 


1.2 罗马 记 数 法 


字母 的 发 明 对 于 文化 的 发 展 有 很 大 的 贡献 , 它 也 帮助 了 计数 技巧 的 发 展 。 采 用 字母 来 表 
示 数 的 困难 在 于 ,字母 是 不 多 的 ,但 是 数 却 有 很 多 。 这 就 是 说 ,不 单 需要 用 字母 来 表示 数 ,而 且 
要 发 明 一 种 写法 ,能 够 用 几 个 字母 来 写 出 许多 的 数 。 这 种 用 几 个 字母 (或 符号 ) 就 能 写 出 许多 
数 的 方法 称 作 记 数 法 。 

罗马 记 数 法 特别 有 意义 ,因为 直到 现在 ,在 钟 面 上 ,在 古老 建筑 物 上 都 还 可 以 看 到 它 ,在 书 
上 也 还 用 它 来 表示 章节 和 世纪 等 。 

十 罗马 人 在 几 百 年 中 一 直 使 用 着 一 些 奇 妙 的 字母 来 记 数 ,这 些 字母 的 起 源 直到 现在 还 未 
搞 清楚 ,它们 就 是 


lo Ve Xom Jw Wa 


可 以 设想 ,表示 1 的 字母 就 是 采用 一 个 手指 的 象形 文字 ,表示 5 的 字母 就 是 采用 5 个 手指 的 象 


形 文 字 
WY 


V 
或 ”人 一 
但 是 到 了 罗马 文化 最 发 达 的 时 期 (两 千年 前 ) ,这 些 字母 就 被 和 它们 相像 的 拉丁 字母 代替 了 。 
于 是 改变 为 


而 10 就 是 两 个 5 


Cx<=— 
ly 
pd < 


| 


C | 


此 外 又 出 现 了 两 个 新 的 字母 :D( 表 示 500) 和 M( 表 示 1 000) ,其 中 C 和 M 可 能 是 拉丁 字母 
centum(100) 和 mille(1 000) 的 第 一 个 字母 。 

罗马 人 又 如 何 写 出 各 个 不 同 的 数 呢 ? 要 写 出 数字 “2” 和 “3”, 他 们 就 简单 地 把 “1” 这 个 字母 
重复 写 2 次 和 3 次 ; 芽 , 陡 。“4” 是 这 样 写 的 ;地 ,在 这 个 写法 里 , 写 在 5 左边 的 一 是 要 从 5 里 减 
去 的 。 反 之 , 写 在 5 右边 的 一 是 要 加 到 5 上 面 的 。 因 此 ,6.7.、8 就 写成 风 .如 . 册 。 

再 下 面 就 用 到 X 这 个 字母 了 。“9” 写 成 区 , 接 下 去 是 久 、 对 、 旭 、 阴 (10、11.12.13)。 14 写 
成 名,15 写成 XV 等 。20 和 30 就 写成 几 个 10; XX 、XXY 。 要 写 40.50 等 就 要 用 到 字母 
L450) 。 比 如 41 写成 XLI ,50、60、70 就 写成 L、LY 、LXX 。 要 写 90 就 使 用 CC 这 个 字母 , 即 
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XC。100 以 内 的 罗马 数字 可 列 写 如 图 1. 1 所 示 。 


I I 焉 N Vy VY TH 证 区 x 
1 2 3 4 5 6 了 8 9 10 
条 隐 III XV WW XI XVII XWIIT XX 驳 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
XXI XI XH XV XV XI XX XM XK XX 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
XXI ZE XM XN WV WW WM XI WE 和 
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
XI XI XI XN XVy 及 江 | | L L 
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
LI ul I I LV I oO I 现 IX LX 
51 52 35% 54 55 56 57 58 59 60 
LXT LX LX DIV LXV LI LX LX LXX LXX 
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 
LXXTI LXXII LXXT LXXV LXXV LXXVYI LXXE LXXW LXXX LXXX 
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 
LOXT A LE OXON ETV AM LI II LM XC 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 
XCI XCIH XCH XCN XCV XCW XCcW xXcWmw 大 C 
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 
图 1.1 


100 后 的 罗马 数字 的 写法 依 此 类 推 。102 这 个 数 写成 CI , 374 写成 CCCLXXMV 等 等 。 从 
400 到 899 间 的 数 都 要 用 到 D( 五 百 ) , 九 百 写成 CM, 一 千 写 成 M。 于 是 1 917 这 个 数 就 表示 
为 MCMXVI ,1 955 表示 为 MCMLV 。 用 罗马 数字 写 出 更 大 的 数 也 不 困难 ,比如 123 849 可 写 
成 CXXIIT MDCCCXLI ,其 中 小 写字 母 “rm 表示 千 ,CXXIII m 表示 123 个 千 。 

罗马 字母 用 来 记 数 还 可 说 是 方便 的 ,但 是 用 来 计算 就 不 方便 了 ,不 论 哪 种 算式 的 演算 ,要 
用 罗马 数字 来 做 ,都 是 几乎 不 可 能 的 。 


1.3 巴比伦 记 数 法 


古代 巴比伦 人 用 短 棒 在 柔软 的 黏土 土坯 上 写字 ,有 的 烧 成 了 砖 ,它们 形成 了 “ 士 坏 文件 ”。 
学 者 们 在 发 所 古城 时 找到 了 许多 这 样 的 文件 ,其 中 有 的 是 文 奥 、 条 约 、 贸 易 合同 或 数学 文本 。 
用 短 棒 在 柔软 的 土 坏 上 写字 ,就 使 巴比伦 人 所 有 的 象形 文字 都 是 由 横 的 或 直 的 模 形 或 生 构 
成 的 ,因此 就 叫做 “ 物 形 文字 ”。 通 过 对 数 以 千 计 的 土 坏 文件 的 剖析 , 比较 清楚 地 了 解 了 古代 巴 
比 伦 人 的 生活 和 文化 水 平 。 

大 约 四 二 年 前 ,在 美 索 不 达 米 亚 平 原 , 就 是 近东 的 底格里斯 河和 幼发拉底 河流 域 , 即 现在 
的 伊拉克 国境 内 ,来 到 了 两 个 游牧 民族 : 苏 美 尔 人 和 亚 克 得 人 , 当时 他 们 都 是 很 文明 的 民族 。 
过 了 两 个 世纪 ,这 两 个 民族 就 合并 成 一 个 强大 的 国家 一 一 巴比伦 。 在 合并 前 ,两 个 民族 都 有 自 
己 的 质量 单位 和 货币 单位 , 苏 美 尔 人 的 质量 单位 叫 “ 明 那 ”货币 单位 是 “ 明 那 银子 *。 亚 克 得 人 
的 单位 比较 小 ,其 质量 单位 为 “会 克 尔 ”, 合 明 那 的 六 十 分 之 一 。 在 合并 后 ,上 述 两 种 质量 单位 
就 同时 通用 了 。 随 着 商业 与 经 济 的 发 展 ,货币 流通 量 也 增加 了 ,巴比伦 人 也 需要 更 大 的 单位 了 。 
很 自然 ,他 们 又 用 比 明 那 大 60 倍 的 单位 作为 新 的 质量 单位 ,因为 “<60” 这 个 数 在 计数 中 已 很 习惯 
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了 ,这 个 新 单位 叫做 “ 塔 朗 特 ”; 同 时 也 产生 了 新 的 货币 单位 , 即 一 塔 朗 特 银子 , 它 等 于 60 明 那 银 

子 , 以 上 三 种 单位 既是 质量 单位 也 是 货币 单位 ,每 种 单位 都 是 较 小 单位 的 60 倍 ,使 得 巴比伦 人 不 

需要 念 出 和 写 出 比 60 更 大 的 数 来 了 。 因 此 ,他 们 只 需要 使 用 59 个 符号 来 记 数 。 
巴比伦 人 用 直立 的 棉 来 表示 前 9 个 数字 


1T 人 了 站 而 平 罗 


这 些 符号 里 的 棉 排 列 很 合理 , 念 的 时 候 不 必 去 数 , 因 为 横 的 个 数 是 一 眼 就 可 以 看 出 来 的 。 
对 于 10、20、30、40、50 的 符号 是 用 以 下 宽度 的 横 写 的 棉 来 表示 的 : 


《人 (=B BB 


把 它们 置 放 在 1~9 个 符号 的 左边 就 可 以 获得 直至 59 为 止 的 其 他 记 数 符号 。 对 于 更 大 的 数 ， 
就 用 符号 的 位 置 来 区 分 出 这 些 符 号 是 具有 什么 单位 的 ,它们 从 右 向 左 的 单位 分 别 是 舍 克 尔 、 明 
那 . 塔 朗 特 。 比 如 2 塔 朗 特 13 明 那 41 个 售 克 尔 就 写作 
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塔 朗 特 明 那 合 克 尔 


随 着 社会 的 发 展 ,又 需要 记 数 技术 的 改进 ,必须 写 出 越 来 越 大 的 数 ,并 且 这 种 数 用 以 表示 
各 种 各 样 的 量 ,从 而 导致 数 的 本 身 和 它 所 计量 的 对 象 脱 开 而 形成 了 “抽象 数 ”, 即 不 名 数 , 要 写 
出 这 些 抽象 数 并 不 需要 想 出 新 的 符号 ,只 要 运用 原 有 的 符号 就 行 了 。 下 面 写 的 数 
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不 再 像 从 前 那样 表示 21 个 明 那 和 32 个 舍 克 尔 , 而 是 表示 32 个 初级 单位 (等 于 1) 加 上 21 个 第 二 
级 单位 (等 于 60), 这 里 一 个 第 二 级 单位 有 一 个 初级 单位 的 60 倍 大 ,更 高 级 的 单位 依 此 类 推 。 我 
们 把 这 种 由 记号 位 置 不 同 具 有 不 同 单位 的 记 数 法 叫做 进位 制 记 ( 或 计 ) 数 法 。 我 们 现在 还 使 用 着 
进位 制 记 数 法 ,不 同 处 是 我 们 用 的 是 十 进 制 记 数 法 ,而 巴比伦 人 用 的 是 六 十 进 制 记 数 法 。 

在 很 长 的 时 期 里 ,巴比伦 人 没有 表示 某 单位 上 的 符号 为 零 的 记号 , 若 出 现 这 种 情况 ,就 在 
该 位 置 上 用 空位 表示 。 在 书写 时 ,这 种 空位 常会 因为 大 小 不 一 致 而 产生 一 些 混淆 。 从 某 一 时 
候 起 ,在 巴比伦 的 模 形 文字 中 出 现 了 一 个 新 的 记号 一 一 全 (分离 符 ), 它 相当 于 零 ,用 来 表示 一 
个 数 里 根本 不 含 那 一 级 单位 ,这 样 就 有 
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1 人 1 人 


(65) , (3605) 
但 巴比伦 人 却 没有 想到 把 这 个 符号 放 在 数字 的 末尾 ,因此 在 巴 比 伦 人 的 文化 里 仍然 存在 混 清 
不 清 的 数字 ,如 丫 表示 1 或 60 或 3 600 等 。 


虽然 巴比伦 数学 家 会 写 出 很 大 的 数 , 但 是 还 不 知 数 是 无 限 多 的 。 另 外 ,这 种 记 数 法 尚 待 进 
一 步 完 善 ,在 保存 其 进位 制 的 基础 上 ,采用 较 小 的 基数 来 代替 基数 “60” 以 达到 简化 运算 规则 的 
目的 。 也 还 要 学 会 准确 地 使 用 “ 零 ” 这 个 符号 。 这 些 是 由 印度 人 加 以 改进 和 完善 的 。 


1.4 印度 记 数 法 


15 世纪 以 后 ,印度 的 科学 与 艺术 得 到 了 繁荣 ,数学 特别 被 尊重 , 因为 可 用 它 来 推算 历法 、 
确定 四 季节 气 的 流转 ,以 及 预测 日 月 食 等 。 为 了 写 出 很 大 的 数 ,在 印度 发 明了 一 种 记 数 法 , 它 
把 平常 习惯 的 成 十 的 计数 和 巴比伦 人 的 进位 制 记 数 法 结合 起 来 ,并 且 巧 妙 地 使 用 了 “ 零 ” 这 个 
符号 。 这 种 记 数 法 后 经 阿拉 伯 人 带 到 了 欧洲 ,排除 了 其 他 一 切记 数 法 而 遍及 全 世界 , 它 就 是 我 
们 熟悉 的 十 进 制 记 数 法 ,平常 叫做 “阿拉 伯 记 数 法”, 正确 地 说 ,应 该 是 “印度 记 数 法 ”。 

十 进 制 记 数 法 由 低位 至 高 位 (由 右 向 左 ) 依 次 称 为 个 位 ,十 位 、 百 位 、 千 位 \ 万 位 …*… 在 书写 
和 印刷 时 ,每 三 位 叫做 一 节 , 节 间 要 留 一 个 小 空位 (或 打上 一 个 “,”)。 在 数 的 念 法 上 ,世界 各 民 
族 有 所 不 同 , 在 欧美 ,对 于 大 数 都 有 专 称 , 英语 中 称 100 为 hundred, 1 000 为 thousand， 
1 000 000( 百 万 ) 为 million, 从 这 以 后 再 大 的 数 各 国 称 法 有 异 , 美 ,法 称 1 000 000 000( 十 亿 ) 为 
billion, 而 英 、 德 称 1 000 000 000 000( 万 亿 ) 为 billion。“ 百 万 ”这 个 词 在 欧洲 还 是 近代 产生 的 ， 
是 由 13 世纪 到 中 国 来 的 旅行 家 马 可 。 波 罗 想 出 来 的 , millione 是 意大利 文字 的 百 万 , 它 是 由 
两 个 字 合 成 的 ,其 中 mille 是 意大利 文 的 “ 千 ”,one 是 一 个 字 尾 ,表示 “很 多 ”“ 很 大 ”。 马 可 。 
波 罗 造 出 这 个 字 来 ,是 为 描述 “天 朝 上 国 ”( 古 时 中 国 的 称呼 ) 的 无 比 富庶 。 

在 中 国 ,数字 的 念 法 和 欧洲 各 国有 所 不 同 ,欧洲 各 国 中 没有 “万 ” 字 ,“ 一 万 ”他 们 叫做 “十 
千 ”,“ 十 万 ”叫做 “一 百 千 ”, 到 了 “一 千 千 ” 就 是 百 万 才 有 新 的 名 称 , 上 面 讲 过 的 数 的 三 位 分 节 就 
是 这 个 原因 。 而 在 中 国 , 千 上 面 还 有 万 ,十 万 、 百 万 \ 千 万 ,直到 “万 万 ” 才 有 一 个 新 名 ,叫做 
“ 亿 ”。 再 向 上 就 是 十 亿 、 百 亿 , 千 亿 。 到 了 “万 亿 ” 称 为 “ 兆 ”。 因 此 按照 中 国 习惯 , 数 的 写法 按 
四 位 一 节 划 分 比较 方便 。 


1.5 中 国 记 数 法 


中 国 古 代 , 为 了 计算 射 猎 所 获得 的 飞禽 和 走兽 的 数目 ,就 用 箭 来 记录 ,这 就 是 最 初 的 记 数 
法 。 后 来 就 逐渐 用 到 其 他 事物 的 记 数 ,但 第 是 很 长 的 ,用 起 来 不 方便 ,于 是 就 用 短 竹子 前 成 筹 
码 来 代替 箭 , 从 这 里 就 产生 了 象形 文字 的 数字 。 中 国 的 数字 分 成 横 、 竖 两 种 形式 


本。 三 三 三 We 
到 去 | 于 本 全 而 
3 4 5 6 7 8 9 
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CE 

注意 :到 5 以 上 ,就 用 一 根 筹码 来 代替 5, 因为 筹码 用 得 太 多 就 看 不 清 了 。 为 何 到 了 5 才 
用 另 一 根 筹码 来 代替 呢 ? 这 当然 i 5 个 手指 分 不 开 的 。 到 了 10 以 上 ,就 不 再 用 新 
的 记号 而 采用 进位 制 ,例如 12 就 写成 | 一 或 一 上 。 所 以 中 国 古 代 的 记 数 法 ,可 以 说 是 “用 五 小 
进 ,用 十 大 进 ”, 直 到 近代 也 还 使 用 着 “一 五 一 十 ”的 口 识 。 大 约 到 了 6 世纪 ,人 们 开始 用 珠 来 代 
A 则 和 丰 En 交 从 这 里 看 来 ,中 国 记 数 法 和 巴比伦 
记 数 法 一 样 ,是 采用 象形 文字 和 进位 制 的 。 书 写 时 采取 横竖 相间 的 方式 以 免 混 淆 不 清 ,例如 
1 289 就 写成 | 二 仙 去 。 开 始 中 国 也 没有 零 , 遇 到 零 就 空 一 位 。 到 后 来 ,为 简化 书写 ,又 把 其 中 
几 个 复杂 的 数字 改变 为 


山 
| 
> 
山 


“DO*O .二 一 Xa 


以 后 0 一 > 字 ,X 或 X 一 > 文 ,而 竖 式 的 六 ,七 、 EMT, 并 且 造 出 了 0 这 个 记号 ,最 后 成 为 
近代 习惯 用 的 数字 


i 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 


中 国 数字 的 好 处 ,在 于 容易 使 人 一 看 便 知道 各 数字 所 代表 的 数 ,另外 它 也 采用 十 进 制 。 缺 
点 是 书写 起 来 不 太 方 便 , 有 的 数字 要 写 好 几 笔 。 


1.6 通用 的 记 数 法 


通用 的 记 数 法 是 以 印度 记 数 法 为 原理 的 R 进 制 记 数 法 。 其 定点 形式 ( 称 为 定点 数 ) 为 
(aaa 1…aaiao。 BB “Bn )R 


= 二 mR 十 wR 十 估 十 仿 十 … 二 分 (1.1) 


式 中 ,每 位 数字 a 0 (i= 0，1， 2，,… 737 一 |， 2 ',m) 是 介 于 0 与 R 一 1 间 的 正 整 数 。 式 (1. 1) 
左边 是 数 的 书写 形式 ,右边 是 该 数 所 表达 的 值 , 它 等 于 每 位 数字 与 其 单位 乘积 之 和 。 该 数 的 总 
位 数 称 为 字 长 。 

通用 记 数 法 的 浮 点 形式 ( 称 为 浮 点 数 ) 为 


Wd dd 人 (1. 2) 


式 中 sp 为 阶 码 , (0. di dz dn )R 称 为 尾数 ,这 里 d:; 为 介 于 0 与 R—1 间 的 正 整数 。 车 di 关 0, 则 
称 该 浮 点 数 为 规格 化 数 ;否则 称 为 非 规格 化 数 。 尾 数 的 位 数 m 称 为 字 长 。 在 下 面 三 数 中 
(37. 218 29)io 一 102。(0. 372 182 9)io 一 103 。(0. 037 218 29)1o 
左边 是 定点 数 ,中 间 是 浮 点 规格 化 数 ,右边 是 浮 点 非 规格 化 数 。 
数 的 书写 形式 与 其 表达 的 值 经 常 不 加 区 分 地 统称 为 数值 。 采 用 浮 点 形式 表达 数 ,可 以 拓 
宽 数 值 的 表达 范围 ,特别 是 对 于 甚大 (如 天 文 数字 ) 或 甚 小 (如 侏儒 数字 ) 的 定点 数 可 化 简 其 写 
法 。 例 如 ,地 球 的 质量 是 6 000 000 000 000 000 000 000t 可 表 为 102 。(0. 6)iot。 氢 原 子 的 质 


量 是 0. 000 000 000 000 000 000 000 001 65g 可 表 为 10-233。(0. 165)1og。 

进位 制 的 基数 尺 愈 大 , 则 数 的 字 长 愈 短 , 但 其 运算 规则 却 随 着 每 位 中 数字 符号 的 增加 而 
变 得 更 加 复杂 ;反之 亦 然 。 

伴随 数值 的 产生 和 社会 发 展 的 需要 ,又 产生 了 对 数值 的 各 种 运算 及 实现 运算 的 种 种 计算 
工具 ,在 运算 的 基础 上 又 产生 了 各 种 数值 方法 ,运用 它们 去 解决 科学 研究 或 工程 技术 中 的 实际 
问题 。 特 别 是 电子 数字 计算 机 的 诞生 ,是 计算 数学 史 甚 至 人 类 文明 史上 的 一 个 里 程 碑 , 它 使 人 
类 获得 了 高 速度 .自动 化 的 计算 工具 ,为 众多 浩 繁 的 数值 计算 问题 的 解决 展现 了 光明 的 前 景 。 
同时 ,也 自然 地 促进 数值 方法 的 迅速 发 展 和 更 新 。 目 前 电子 数字 计算 机 已 成 为 广泛 应 用 的 数 
值 计算 工具 ,但 本 质 上 它们 能 执行 的 也 只 是 算术 运算 (加 减 乘除 四 则 运算 ) 和 逻辑 运算 。 而 数 
学 问题 中 的 运算 范围 则 是 极为 广阔 的 , 除 算术 运算 外 ,还 有 代数 运算 、 函 数 运算 以 及 其 他 种 种 
复杂 的 运算 。 数 值 分 析 研 究 的 问题 ,就 是 为 求解 各 类 数学 问题 去 构造 算法 、 分 析 算法 和 使 用 算 
法 。 所 谓 算法 就 是 由 基本 运算 及 规定 的 运算 顺序 所 构成 的 完整 的 解 题 步 又 。 构 造 算法 ,应 以 
计算 机 所 能 执行 的 运算 为 依据 , 尽 可 能 节省 存 贮 量 、 计 算 量 和 提高 计算 精度 。 分 析 算 法 ,就 是 
在 数值 计算 类 问题 中 ,主要 分 析 算 法 的 收敛 性 稳定 性 和 误差 估计 等 ;在 逻辑 计算 类 问题 中 , 主 
要 研究 算法 的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 ,这 部 分 内 容 已 有 另 一 门 学 科 “ 算 法 复杂 性 ”专门 讲述 ， 
它 与 前 一 类 问题 是 相互 关联 的 ,限于 篇 幅 , 本 书 不 多 涉及 这 部 分 内 容 。 使 用 算法 ,就 是 要 注意 
算法 的 应 用 条 件 、 计 算 过 程 的 控制 以 及 计算 机 上 的 使 用 问题 等 。 


§2 舍 人 方法 与 有 效 数字 


数值 除 来 源 于 计数 外 ,还 大 量 地 来 源 于 测量 。 由 于 测量 工具 本 身 具有 的 精确 度 不 同 , 所 得 
到 的 测量 值 只 能 近似 地 反映 出 所 测 物理 量 的 大 小 。 为 了 衡量 其 近似 的 程度 ,我 们 引入 以 下 两 
类 误差 :绝对 误差 和 相对 误差 。 

2.1 绝对 误差 与 相对 误差 

设 A 为 精确 值 ,a 为 近似 值 , 则 定义 它们 之 差 

4 一 4 一 人 (1. 3) 

为 近似 值 a 的 绝对 误差 ,简称 误差 6。 当 A>>0 时 , 称 为 正 绝 对 误差 ;否则 称 为 负 绝 对 误差 。 由 
于 精确 值 一 般 是 未 知 的 ,因而 A 不 能 求 出 来 。 但 根据 测量 误差 或 计算 的 情况 可 以 估计 出 它 的 
上 界 s 


IAI= |a—Al<e 《1.4) 
则 称 s 为 a 的 绝对 误差 限 或 误差 限 。 由 上 式 可 以 推 知 精确 值 所 界定 的 范围 为 | 
a—ée<AQ<a+te (1. 5) 
有 时 也 用 
A 一 ac 士 s (1. 6) 
来 表示 。 


要 刻画 近似 值 的 精确 程度 还 必须 考虑 该 精确 值 本 身 的 大 小 ,以 便 比 较 单位 数值 中 所 含有 


@ 误差 亦 可 定义 为 A 二 A 一 a, 这 时 误差 的 符号 与 本 定义 相反 。 
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的 误差 ,这 就 导致 引入 相对 误差 的 概念 。 相 对 误差 定义 为 绝对 误差 与 精确 值 之 比 

6 = A/A (1.7) 
因 A 一 般 不 知道 ,实际 计算 时 采用 下 式 

一 4 人 /ua (1. 8) 
来 代替 ,这 样 代替 后 ,其 误差 为 


当 和 A 很 小 时 ,上 述 误 差 为 A 的 高 阶 无 穷 小 ,因此 式 (1. 8) 的 取 法 是 合理 的 。 相 对 误差 绝对 值 之 
上 界 7 

|A/elj 一 7 (1. 9) 
称 为 相对 误差 限 。 例 如 


@D A=0. 3x10!,a=0. 31X10!, 则 A=0. 1,6==0. 3X10-! 
©® A=0. 3x10-,a=0. 31X10”, 则 A=0. 1X10-,6=0. 3x10-! 


图 A=0. 3X10:,4=0. 31X10, 则 A=0, 1X10,6=0, 3Xx10-! 
上 例 表 明 ,计算 出 的 绝对 误差 虽然 差别 很 大 ,但 它们 却 有 相同 的 相对 误差 。 显 然 , 对 精确 性 的 
衡量 ,只 讨论 绝对 误差 是 不 够 的 。 

绝对 误差 是 有 量 纲 的 量 ,而 相对 误差 是 一 个 无 量 纲 的 量 , 有 时 亦 用 百分比 , 千 分 比 等 来 表 

。 一 般 量 值 范围 小 的 场合 以 采用 绝对 误差 限 为 多 ; 量 值 范围 大 的 场合 则 采用 相对 误差 限 较 
多 。 亦 有 兼 有 两 者 的 情况 ,例如 在 炮兵 作业 中 ,采用 以 下 准则 来 控制 对 目标 的 射击 命中 率 ， 

当 du 和 有 委 20 000 m, 要求 ds.| 委 10 m 

当 dm 之 20 000 m, 要 求 | das| /1 dss| 志 5/10 000 


式 中 ,dm 为 炮 阵 地 与 目标 间 的 水 平 距 离 ;d 为 炸 点 与 目标 间 的 水 平 距 离 。 
2.2 全 入 方法 


由 于 我 们 只 能 取 数 值 的 有 限 位 字 长 进行 计算 ,因此 在 计算 前 ,对 于 一 个 无 限 位 字 长 的 精确 
数 或 字 长 较 长 的 近似 数 必须 处 理 成 有 限 位 字 长 的 近似 数 ,这 种 处 理 方法 称 为 伟人 方法 。 设 待 
合 人 处 理 的 数 为 
六 一 aoai…an. dmam2 "dninad nmin” (ao 天 0) (1. 10) 
今 要 求 对 A 作 舍 人 处 理 , 以 获得 具有 n 位 小 数 的 近似 数 a ,下 面 讨论 不 同 的 含 人 方法 。 
2.2.1 截断 法 | 
我 们 在 A 中 的 数字 4a, 与 am+ati 间 将 A 切 分 为 高 位 部 分 与 低位 部 分 
A 一 aoa…an. anrH…an (高 位 部 分 ) 十 0. ah (低位 部 分 ) (1. 11) 


7 位 


这 | 


截断 法 就 是 截取 A 的 高 位 部 分 作为 近似 数 a 


Q 一 CoQ1…Qm。 QH "Gmin 《1. 12) 


7 位 
|A|= la—A|= 0.0. CrHaHI 


其 伟人 误差 限 估 计 如 下 
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过 0. 0 00 
0.0%1=1X107 
由 上 式 可 见 , 这 种 会 人 方法 导致 的 合 人 误差 限 不 超过 近似 数 a 最 未 位 数字 的 一 个 单位 ,具有 这 
种 精度 的 近似 数 a 称 为 准确 到 小 数 后 第 位 的 可 靠 数 ,其 每 一 位 数字 均 称 为 可 靠 数 字 。 
2.2.2 ”四舍五入 法 
此 法 根据 低位 部 分 的 最 高 位 数字 ca,+i 的 大 小 对 高 位 部 分 的 最 末 位 数字 au, 进行 适当 
的 修改 ,使 a 的 绝对 误差 限 具 有 最 小 值 ,具体 方法 如 下 。 


(1. 13) 


(1) 四 会 情况 
当 ax+H 一 1,2,3,4 时 , 取 近 似 值 < 为 
Q = Co01 am。 dm "Gmin (1. 14) 
其 合 人 误差 限 为 
nf 
A 
< 0.0 .49 (1,. 15) 
0.0. 5 一 0.5X10 
(2) 五 入 情况 
当 Qamtnt1—=5,6,7,8,9 时 , 取 近 似 值 a 为 
Q 一 Qoal…Qn. dni" (am 十 1) (1. 16) 


其 会 人 误差 限 为 | 
a ay pa 
[IA|= la—Al|=| 0 0 1_0 0 O amma | 


委 |0.0…1 一 0.0…05|= 0.5X10m 

综合 (1)、(2) 可 知 ,用 四 舍 五 人 法 所 得 的 近似 值 a, 其 会 入 误差 限 不 超过 0.5X10-, 即 其 最 末 
位 数字 的 半 个 单位 ,与 截断 法 比较 ,其 伟人 误差 限 缩小 了 一 半 。 

2.2.3 ”改进 的 四 会 五 入 法 

在 四 舍 五 人 法 中 ,显然 数字 a,,i,+1 在 五 人 情况 下 的 个 数 较 四 舍 情况 下 的 个 数 多 1, 而 在 大 
量 运算 中 ,数字 1 一 9 在 opt 位 上 出 现 的 次 数 大 体 上 是 相同 的 。 因此 按 四 舍 五 人 法 对 大 量 运 
算 结 果 作 合 人 处 理 , 有 可 能 导致 最 终结 果 的 数值 偏 大 的 商 病 。 为 改进 它 , 可 对 四 会 五 人 法 附加 
以 下 补充 规定 ,方法 如 下 。 

奇 进 偶 不 进 法 : 


(1. 17) 


二 5, 将 an 后 的 数字 舍 去 
。， | 这 5, 对 am 作 加 1 处 理 
”| _ 。 | 当 Qt 为 奇数 时 ,对 an 作 加 1 处理 
‘| anh 为 偶数 时 ,将 an 后 的 数字 舍 去 


(1. 18) 


偶 进 奇 不 进 法 : 
< 5, 将 am 后 的 数字 合 去 
Be 之 5; 对 am 作 加 1 处 理 
ps 当 Corn 为 奇数 时 ,将 am 后 的 数字 会 去 
(s amtz 为 偶数 时 ,对 ar 作 加 1 处 理 


(1. 19) 


数值 分 析 


以 上 两 种 方法 都 能 达到 进 、 合 的 几率 相同 ,但 采用 奇 进 偶 不 进 法 更 为 有 利 , 这 是 由 于 作 这 
种 合 人 处 理 后 的 数值 均 是 偶数 ,一 般 而 论 ,能 把 偶数 恰好 除 尽 的 数 要 比 能 把 奇数 恰好 除 尽 的 数 
要 多 ,这 有 助 于 提高 计算 结果 的 精度 。 实 践 证 明 ,在 大 量 运算 中 , 按 上 述 改 进 的 方法 作 舍 人 处 
理 , 整 个 运算 过 程 的 伟人 误差 积累 较 小 。 


2.3 ”有效 数字 


前 面 已 经 证 明 ,通过 四 含 五 人 法 得 到 的 近似 值 , 其 舍 人 误差 限 不 超过 0. 5X10”, 即 其 最 末 
位 数字 的 半 个 单位 ,具有 这 种 精度 的 近似 数 a 称 为 准确 到 小 数 后 第 n 位 的 有 效 数 ,其 每 一 位 数 
字 均 称 为 有 效 数 字 。 如 果 一 个 数 是 有 效 的 , 则 可 立即 获得 该 数 关于 其 绝对 误差 限 和 相对 误差 
限 的 估计 如 下 。 

结论 1 对 于 给 出 的 一 个 有 效 数 ,其 绝对 误差 限 不 大 于 其 最 末 位 数字 的 半 个 单位 。 

结论 2 ”对 于 给 出 的 一 个 有 效 数 ,其 相对 误差 限 可 估计 如 下 ， 

1 引 二 0.5 X 10™ 

aoX10" 十 aa X10 呈 十 … 
0.5 久 10” 
Co X 10” 
因 近 似 数 a 具有 (Cm 十 n 十 1) 位 有 效 数字 ,由 式 (1. 20) 可 见 , 有 效 数 位 愈 多 ,其 相对 误差 就 愈 小 。 
显 见 , 要 想 缩小 相对 误差 ,最 直接 而 有 效 的 办 法 就 是 增加 运算 中 的 有 效 位 数 。 

注意 ， 

@ 近似 数 a 的 有 效 数字 应 从 其 左边 第 一 个 不 等 于 零 的 数字 开始 计数 ， 直至 最 末 位 数字 为 
止 。 该 数 前 面 的 零 不 计 为 有 效 数字 ,但 后 面 的 零 应 为 有 效 数字 。 如 0. 001 000 为 经 四 舍 五 人 
后 的 有 效 数 ,其 有 效 数位 为 4 位 。 

名 浮 点 数 的 有 效 数 应 由 其 定点 部 分 的 有 效 数位 确定 。 如 4a 二 75X10 习 ,其 定点 部 分 75 具 
有 2 位 有 效 数字 ,所 以 a 为 具有 2 位 有 效 数 字 的 浮 点 数 ,其 绝对 误差 限 为 | Aa | 二 (0.5X10") x 
10 习 二 0. 000 5, 相 对 误差 限 为 ba 二 0. 000 5/75X10-3 二 0. 000 6。 

图 若 已 知 数 < 及 其 绝对 误差 限 |Aa| ,要 求 对 a 作 舍 人 处 理 并 确定 其 有 效 数位 。 这 时 可 将 
|Aa| 扩 大 成 |Aa| 志 0. 5X10“ 的 形式 ,然后 对 a 作 截 止 到 小 数 & 位 的 伟人 处 理 。 如 近似 数 a 二 
1. 234 5, 已 知 其 绝对 误差 限 |Aa| 志 0. 000 83, 因 为 0. 000 83<<0. 005 王 0.5X10-2 ,所 以 可 将 a 
舍 人 处 理 为 a 二 1. 23, 它 具有 3 位 有 效 数 字 。 

@ 若 要 求 近 似 数 a 的 绝对 误差 限 小 于 e, 问 a 应 取 几 位 有 效 数字 ? 这 时 可 据 e 写 出 以 下 
不 等 式 0.5X10 一 <e, 由 此 确定 出 a 应 取 至 小 数 后 & 位 。 如 近似 数 a 的 绝对 误差 限 要 求 小 于 
s 一 0. 003, 问 a 应 取 几 位 有 效 数字 ? 因为 0. 000 5 二 0.003, 所 以 可 取 |Aa| 二 0.000 5==0.5X 
10 习 ,可 见 a 的 有 效 数位 至 少 应 取 至 小 数 后 3 位 为 止 。 | 


$ 3 ”算术 运算 中 的 误差 
所 谓 算术 运算 指 的 是 加 、 减 , 乘 、 除 这 四 种 基本 运算 ,其 他 的 运算 都 可 通过 一 定 的 算法 化 为 


一 系列 算术 运算 来 完成 。 这 里 ,我 们 来 考虑 数据 误差 在 算术 运算 中 的 传播 规律 并 对 结果 的 误 
差 进行 估计 ，。 


ns 


= 二 x 10-mintD (1. 20) 
0 
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设 z* 、y* 为 准确 值 ,z、y 分 别 为 其 近似 值 。 则 它们 的 绝对 误差 分 别 为 Az 一 z 一 z* ,Ay 一 
2 一 多。 对 于 Az 和 Ay 常用 其 主 部 (指数 值 的 高 位 部 分 ) 近 似 它 们 :dzs*Ar,dys*Ay, 它 们 之 
间 的 差别 只 体现 在 数值 的 低位 部 分 ,其 值 其 微 可 以 略 去 。 因 此 ,对 于 近似 值 间 的 算术 运算 所 产 
生 的 结果 误差 的 主 部 可 按 微分 公式 来 近似 估算 。 


3.1 c=xty 


ldcl= |dztdy|< |dzrl+|ldy|<e,+e, (1. 21) 

其 中 |Az|=|zx—z* |<e,, |Ay|=|y—y’* |<e, 

例 1.1 求 近 似 值 285. 35,196. 87,58.43,4. 96 的 和 ,其 中 每 个 数 的 绝对 误差 限 为 0. 5X 
10-2 。 

解 285. 35 十 196. 87 十 58. 43 十 4. 96 一 545. 61 
和 545. 61 的 绝对 误差 限 为 

4X(0.5X107)=0. 02<0. 5X10-! 

因此 和 值 545. 61 应 去 伪 存 真 作 舍 人 处 理 成 545. 6, 它 具有 4 位 有 效 数字 。 

例 1.2 求 有 效 数 3. 150 950,15. 426 463,568. 375 8,7 684. 388 的 和 。 

解 .3. 150 950 十 15. 426 463 十 568. 375 8 十 7 684. 388 一 8 271. 341 213 
和 8 271. 341 213 的 绝对 误差 限 为 

2X(0.5X10-5) 十 0.5X10- 十 0.5X10-3<0.5X10-3 
因此 和 值 8 271. 341 213 应 伟人 成 8 271. 341。 由 此 可 见 , 和 值 8 271. 341 213 中 最 末 3 位 的 计 
算 工作 是 没有 意义 的 。 合 理 的 做 法 是 将 小 数位 数 较 多 的 各 数 按 小 数位 数 最 少 的 位 数 多 取 1 位 
作 舍 人 处 理 , 在 本 例 中 是 合成 四 位 小 数 后 再 相 加 
3. 151 0 十 15. 426 5 十 568. 375 8 十 7 684. 388 一 8 271. 341 3 
则 和 8 271. 341 3 的 绝对 误差 限 为 
3X(0.5X10-4) 十 0.5X10-? 一 0.000 65<0. 5X107? 

和 值 8 271, 341 3 伟人 至 小 数 后 二 位 得 8 271. 34。 

注意 ; 

Q@ 大 量 运算 时 , 》)e; 可 能 很 大 。 

@ 两 个 相差 很 大 的 数 进行 加 减 时 ,要 防止 大 数 “ 吃 ”小 数 现 象 。 在 电子 数字 计算 机 上 , 浮 
点 数 的 值 有 一 定 的 数值 范围 。 如 果 数 值 小 于 该 范围 内 的 最 小 数 ,机 器 将 它 置 为 0; 反之 ,车 数 
值 大 于 该 范围 内 的 最 大 数 , 机 器 将 视 为 无 穷 大 而 中 断 计算 。 当 两 个 浮 点 数 进 行 加 减 时 ,要 对 齐 
小 数 点 ( 称 为 对 阶 ) , 它 是 将 小 阶 向 大 阶 看 齐 而 将 具有 小 阶 数 的 尾数 作 相 应 右 移 来 实现 的 。 对 
阶 的 结果 , 可 能 会 把 阶 码 小 的 数 的 尾数 部 分 或 全 部 移 掉 , 称 大 数 “ 吃 ?小数 现 象 。 例 如 ,在 四 位 
浮 点 计算 机 上 运算 下 述 加 法 : 

103(0. 896 1) 十 10-3(0. 468 8) 
一 ”~10 (0.896 1) 十 103(0. 000 0)004 688 (对 阶 : 小 数 阶 码 加 6, 尾 数 右 移 6 位 ) 
一 ~103(0. 896 1) 
其 结果 大 数 吃 掉 了 小 数 。 

基于 上 述 原因 , (a 十 b) 十 c 可 能 不 等 于 (e 十 c) 十 5, 例 如 ae 一 102 ,5 一 10!,c 二 一 a 时 ,在 八 位 
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44ei 一 iei 则 对 任何 | Xl 二 1 的 六 可 表 为 
下 一 zie 十 Xze@z 十 … 十 Zren 

计算 |AX|3= (AX)’ (AX) = X (AA)X 
二 (ziel 十 … 十 Xnen) (M4) (zie 十 … 十 znen) 
一 (ziel 十 十 Xxen) (Uziei 十 … 十 和 Tnen) 
一 (zie 十"… 十 zwe'n) (Mizie 十 … 十 A,Tnen) 
二 入 Xf 十 A223 十 十 和? 
机 (十 如 十 … 十 zz?) (Mi 一 maxAi) 
反而 

另 一 方面 , 取 闵 =e , 则 | AX 二 A1, 即 上 界 可 达 。 从 而 证 得 

1 4 性 一 max | AX|;, = = 44)=p(A’A) 


lIxIll=1 
特别 当 4 为 对 称 矩 阵 时 ,有 A 二 A,A'4 一 A?, 记 4 的 特征 值 为 p1,p，…, 4p, 且 |p | 宇 
| | 之 … 宇 |p|, 则 有 = 区 (因为 44 一 4?) ,就 有 
|Al: = Var AA) = Vi lA) = /mea = max | p |= p(A) =| pa | 
《证 毕 ) 
由 于 2 一 范 数 具有 关系 式 (4. 20) ,所 以 14|; 被 称 为 谱 范 数 。 
定理 4.5 设 和 4 是 任意 n 阶 方 阵 ,由 4 的 各 次 寡 所 组 成 的 矩阵 序列 
了 A, A?, .., At,... (4. 21) 
收敛 于 零 , 则 limA* 二 0 的 必要 充分 条 件 是 
pC(A) =1 (4. 22) 
证 明 略 。 
本 章 令 述 最 常用 的 几 种 迭代 法 ,包括 简单 迭代 法 、 赛 德尔 迭代 法 .松弛 和 迭代 法 以 及 迭代 法 
的 收敛 性 与 精度 控制 的 问题 。 使 用 迭代 法 求解 线性 方程 组 ,具有 计算 简单 ,编制 程序 容易 . 存 
储量 较 小 、 合 入 误 差 积累 小 (只 需 计 算 最 终 迭 代 那 一 次 的 合 信 误差) 等 优点 , 较 适合 于 高 阶 线性 
方程 组 的 求解 。 


$2 简单 迭代 法 


2.1 和 迭代 公式 
对 于 线性 方程 组 4X 二 B, 首 先 应 将 其 改写 为 多 二 GB(X) 的 形式 ,其 方法 是 多 种 多 样 的 。 下 
面 介绍 两 种 常用 的 和 迭代 格式 。 
2.1.1 和 迭代 格式 1 
将 AX=B 改写 为 0 二 B 一 AX ,两 边 加 上 天 后 得 
X=[I—A]X+B=CX+B (4. 23) 


或 写成 Xi 一 Docsz; + 6 (i = 1,2,.",n) (4. 24) 
rs 
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车 6 一 ey, 二 e, 则 上 式 成 为 


ldcl< (|z|+ |y|)e (1. 27) 
相对 误差 限 为 
[ls | 
=- a | lazeyl< lzl+ ly| (1. 28) 


上 式 说 明 ， 有 的 相对 训 关 各 名 有 到 之 相对 之 和 ， eT 
之 和 。 

例 1.3 求 c 一 12.2X73. 56 的 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 。 

解 c 王 12.2X73. 56 一 897. 432 


0, 5X10-! ，0.5X10-: 
1 


| dc| 委 897. 432X0. 004 2 一 3. 77<5 一 0.5X101 
按 |dc| 取 c 为 90X101。 


一 0. 004 2 


al =| (1. 29) 


Z y 
<| 宕 [+ | |= zl+ 3y (1. 30) 
上 式 说 明 商 的 相对 误差 限 等 于 除数 与 被 除数 的 相对 误差 限 之 和 。 
例 1.4 求 c 一 学 的 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 。 


解 一 入 =7. 138 89 


0.5X10-! 0.5X10-1 
| ic ol grt 
| dc| <7. 138 89X0. 016 一 0. 11<<0, 5 Xx 10°: 
按 |1dc| 取 c=7， 
注意 : 
QD 当 分 母 y* 很 小 时 , | dc | 可 能 很 大 。 
= Az_ 
5 yr" yr pe 商 的 真 值 十 dc 
dc 一 六 * Arz 
当 y* 很 小 时 ,1/y* 就 很 大 , 它 对 分 子 的 误差 Az 有 极 大 的 放大 作用 。 因此 要 尽量 避免 被 除数 
绝对 值 远 远 大 于 除数 绝对 值 的 除法 和 绝对 值 很 大 的 乘 数 的 乘法 。 
@ 当 分 母 为 两 个 相近 数 相 减 时 ,常会 因 有 效 数位 的 丧失 而 出 现 个 的 情况 。 例如 


=0.016 


i 
O145 6—0.145 5 一 0.000 1 一 10 “(分 子 ) 
中 ,分 子 的 误差 可 被 扩大 104 信 。 
3.4 c= 妇 (了 二 1) 
a ile (1. 31) 
pr? dz dz 
Ei 2 = 中坚 |= alaz (1.92) 


由 上 式 可 见 ,z 的 p 次 宕 的 相对 误差 是 z 本 身 的 相对 误差 的 p 售 。 
若 令 2 车, 则 得 
人 
icl= 革 | 坚 | -las (1. 33) 
qlz| qa 
即 二 的 9 次 根 的 相对 误差 是 z 本身 的 相对 误差 的 1/g 售 。 
例 1.5 求 c= 一 (12. 2)2 的 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 。 


解 c 一 (12. 2)2 一 148. 84 


0. 5X107! 
12.2 


| dc| 志 148. 84X0. 008 2 一 2. 44=5=0, 5X10! 


| sc| 委 2 义 一 0. 008 2 


按 |dc| 取 c=15X10'。 
例 1.6 设 正方 形 面 积 为 ;一 12. 34, 其 绝对 误差 限 为 | As| 委 0. 01, 问 边 长 < 具有 多 大 的 相 
对 误差 和 多 少 位 有 效 数字 ? 


解 因 a 一 人 ;一 V12. 34 一 3. 512 8.…. 
0.01 | 
| 8s| 一 1 34 一 0.0008 
则 |aa| 坟 二 18| =0. 000 4 
要 求 |da|=3. 512 8X0,. 000 4 一 0.001 4 


因为 ”0. 000 5<0.001 4 
所 以 可 取 “|da| 一 0. 000 5 一 0.5X10-: 
按 |da| 应 取 a= 二 3. 513, 它 具有 4 位 有 效 数字 。 


”3.5 数学 问题 解 的 误差 估计 


对 于 不 同 的 数学 问题 ,它们 的 解 与 参量 (原始 数据 )z ,ze ，…z。 有 关 , 我 们 把 数学 问题 的 
函数 关系 形式 地 记 为 
y= f(xi, Xe" ,Tn) (1. 34) 
这 种 对 应 关系 有 的 可 用 解析 式 表 出 ,有 的 则 以 方程 的 形式 隐 含 地 给 出 。 当 参量 有 误差 Ar (; 一 1， 
2 ;n) 时 ,必定 引起 解 的 误差 A 了 ,假定 了 在 点 (zx »T2""" ,zn) 可 微 , 则 当 Arz (一 1 2，… ;1) 较 小 
时 , 解 的 误差 限 可 估计 如 下 
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ldflz ,Ta ya) | Ss | 2) I 
i=l i 


< 。| dz; | 


Sess) 区 (1. 35) 


其 中 |dzi | sy (i=1,2,*…,n)。 解 的 相对 误差 限 为 
[8f Cn za Tn) | > esses) ， 而 时 | 


时 
f(z ST29 Ta) Ti 


9f(ziyTayrsy Ta) ,x |, 
> OZ; fx »T2 yy ) (1, 36) 
其 中 | 坚 < C= 
= | 
DZ; 
五 二 eg) 
i DTi (wi ,TT2 "Tn ) 


A; 和 B; 分 别 表示 对 参量 的 绝对 误差 和 相对 误差 的 放大 或 缩小 的 倍数 ,它们 的 大 小 可 以 用 来 
衡量 解 对 参量 误差 的 敏感 程度 。 

需要 指出 , 式 (1. 35) 、 式 (1. 36) 仅 当 dz;(i 二 1,2,…,n) 较 小 时 才 是 可 用 的 。 若 较 大 , 则 df 
或 5f 按 dz; 进行 线性 释 加 的 估计 与 实际 上 为 非 线 性 变化 间 的 差别 会 增 大 , 即 df 或 SF 按 名 
dz; 为 独立 性 影响 累计 与 实际 上 是 关联 性 影响 的 综合 累计 间 的 差别 会 增 大 。 在 这 种 情况 下 ， 
按 上 述 微分 法 的 误差 估计 就 十 分 不 可 靠 了 。 

例 1.7 已 知 球体 的 直径 DD=3.7 cm, 按 


六 二 BD (1. 38) 


计算 其 体积 , 求 其 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 。 
解 若 取 x 一 3. 14, 计 算式 (1. 38) 得 


V=X3.14X3.7 一 26.5 (1. 39) 
按 式 (1. 35) 得 
BA EAE EA C1. 40) 
式 中 pe py 
3 首 一 去 xD? 一 十 X3.14X3.7: 一 21.5 
lax|<< 0.0016, |dD|< 0.5x107 


代入 式 (1. 40) 得 
|dv| 秋 8.44X0.001 6 十 21.5X(0.5X10) 一 1.088 和 1.1 


dV| “1.088 
| 亚 | 乏 和 内 = oo4= 4% 
84 算法 举例 


例 1.8 计算 
D = 0.000 5 x 0.014 3 X 0.0012 
0.0003X0.0125X0.013 5 


解 算法 1 分 子 分 母 分 别 计算 后 相 除 (各 取 9 位 小 数 ) 。 
A= 0.000 5 XxX 0.014 3X0.0012 
一 0.000 007 15 xX 0.0012 
二 0. 000 000 009C 有 舍 人 ) 
B= 0.000 3X0.0125X0.013 5 
一 0.000 003 75X0.013 5 
二 0. 000 000 051( 有 伟人 ) 


Di= 全 二 0.176 47 


(1. 41) 


.000 000 000 5 
|34A| < 0.000 000 009 一 0. 055 6 


0. 000 000 000 5 
lsB|< 0. 000 000 051 


|5D, | 志 |5A|+|18B|<<0. 065 
| dD: | <0. 176 47X0. 065<“0. 01<0. 05=0. 5X 10-! 
所 以 取 Di 二 0.2, 只 准确 到 小 数 后 一 位 。 
算法 2 ”分 成 三 组 因子 分 别 计算 后 再 相 乘 (每 组 只 取 6 位 小 数 ) 。 


一 0.009 8 


0, 000 5 
一 个 000 3 一 1.666 667( 有 伟人 ) 
0 0143 
b=— 0S = 1. 144 000 
001 2 _ 088 889( 有 舍 人 ) 
= Ol 5 
D;» 二 aX b XC 


= 1.666 667 X1.144 000 x 0.088 889 
= 1, 906 667 x 0. 088 889 
= 0. 169 482 


[3 直人 000 000 5 


1 666 667 二 0. 000 000 3 


156| < ja 000 ne 


0. 000 000 5 
‘il< 0. 088 889 


|5D; |<<|6a|+|68|+|éc|<<0. 000 005 9 


一 0. 000 005 6 
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| dD; | <0. 169 482X0. 000 005 9210X10-?<0, 5X10-5 
所 以 取 Ds 二 0. 169 48,D; 准确 到 小 数 后 5 位 。 
由 本 例 中 看 出 ,采用 不 同 的 运算 次 序 , 得 到 的 结果 却 大 不 相同 。 
例 1.9 试用 5 位 有 效 数 字 计 算 于 5 的 值 。 
解 按 以 下 台 劳 级 数 


Se i 
0 (1. 42) 


13 一 0. 676 76 一 0. 190 96 
一 0. 097 486 一 0.022 58 
0. 033 510 0. 010 93 
一 0. 010 842 0. 000 088 
0.003 312 7 0. 003 400 7 
一 0. 000 958 95 0. 002 441 8 
0. 000 263 71 0.002 705 5 
一 0. 000 069 067 0. 002 636 4 
22 0. 000 017 268 0. 002 653 7 
一 0.000 004 129 3 0. 002 649 6 


在 本 例 中 ,假定 z= 一 5. 5 是 精确 数 , 则 在 计算 e 展 式 中 的 各 项 数值 后 ,由 于 截取 为 5 位 
有 效 数字 而 引入 舍 人 误差 ,它们 累加 起 来 会 影响 最 终结 果 的 准确 度 。 由 表 1. 1 知 ,前 22 项 之 
和 为 0. 002 636 4, 而 实 值 应 为 0. 004 086 77, 可 见 结果 没 有 一 位 是 有 效 的 。 原 因 何 在 呢 ? 事实 
上 ,由 n 一 2 至 “一 9 共 八 项 数值 的 伟人 误差 和 已 达到 8X(0.5X10-3)<0.5X10-2。 即 er 级 
数 和 的 第 三 位 小 数 及 其 以 后 的 全 部 数字 已 不 再 是 有 效 数 位 了 。 提 高 精度 的 办 法 之 一 是 增加 各 
项 数值 的 有 效 数位 ,但 它 同 时 增加 了 计算 量 ; 另 一 种 办 法 就 是 改变 算法 。 例 如 可 先 计算 z= 
5.5 时 的 er 部 分 级 数 和 ,然后 求 其 倒数 。 计 算 中 ,各 项 的 值 仍 取 5 位 有 效 数 字 得 表 1. 2, 由 表 
值 可 见 ,e 的 前 18 项 之 和 为 

e55 1 十 5.5 十 15.125 十 … 才 0.010 842 = 二 244. 70 

其 倒数 值 为 


一 5.5 ~ 1 二 1 一 
eS ~ 5 = F276 — 0. 004 086 63 (1. 43) 
数值 244. 70 的 舍 信 误差 限 为 


8X(0.5X103) 十 3X(0.5X104) 十 4X(0.5X105) 十 1X(0.5X10-) 
一 0.0042<0.5 X102 


6. 500 0 6. 980 3 
21. 625 3. 490 2 242. 01 
49. 355 12 1. 599 7 243. 61 
87. 484 13 0. 676 76 244. 29 
129. 426 14 0. 265 87 244. 55 
167. 87 15 0. 097 49 244. 65 
198. 08 0.033 51 244. 69 
218. 85 0. 010 842 244. 70 


数值 0. 004 086 63 的 相对 误差 限 为 
18|< 了 十 


0.5X107 
244. 70 


一 0. 000 020 433 
其 绝对 误差 限 为 
1A| 委 0. 004 086 63X0. 000 020 433=0, 84X10-7<0. 5xX107 
所 以 es 可 取 为 0. 004 087 。 
例 1.10 求 下 述 二 次 方程 的 根 : 


22 一 107z 十 1 一 0 (1. 44) 
解 ” 按 二 次 方程 求 根 公式 
ZX1 一 10 十 V107 一 4 4 (1. 45) 
Re 区 一 人 0 一 (1. 46) 
及 8 位 浮 点 数 计算 得 
> 一 1 et 105 (好 ) 
2a 一 下 到 过 一 0 ( 错 ) 


产生 错误 的 原因 一 是 出 现 大 数 10* 吃 掉 小 数 4 的 情况 ;二 是 在 式 (1. 46) 的 分 子 部 分 出 现 两 个 
相近 数 相 减 而 导致 有 效 数位 的 丧失 , 常 称 之 为 灾难 性 的 抵消 。 为 避免 上 述 情况 发 生 , 可 采取 以 
下 方法 。 
中 增加 数值 的 有 效 数位 至 11 位 进行 计算 ,这 时 大 数 已 不 再 能 吃 掉 小 数 , 且 两 个 相近 数 相 
减 后 仍 能 保留 有 一 定 的 有 效 数位 ,所 得 结果 为 
2Z1 一 0. 999 999 999 90 X 105 (正确) 
zz 一 0. 100 000 000 10 x 10 了 (正确 ) 
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G@ 根据 cz 十 az 十 c 一 0 中 2 的 符号 来 选择 求 根 公 式 , 排 除 具 有 可 能 产生 灾难 性 抵消 的 求 
根 公 式 ,保留 另 一 求 根 公式 。 据 此 就 可 设计 出 以 下 计算 公式 


ee SEO Y b — 4ac (1.47) 
1l, 6&0 
式 中 sgn(b) 一 二 
另 一 根 可 由 下 式 计 算 
Ta 一 一 (1. 48) 


axi 
在 本 例 中 ,a 二 c= 二 1,5 二 一 105 , 按 式 (1. 47)、 式 (1. 48) 计 算得 
ZI 一 1XX10，2z 一 1X10 


例 1.11 试 计算 
工 =| edz 二 (1. 49) 
的 值 。 
解 算法 1 采用 以 下 递 推 公式 (用 分 部 积分 法 求 得 ) 
Te (1. 50) 


进行 计算 。 起 始 值 和 取 为 
1 
五 =| edz=e!| ~1—e!—0.6321 
0 0 


它 具 有 舍 人 误差 限 A 二 |4o | 二 0. 5X10~。 在 计算 荆 , 工 ,…,J 的 递 推 过 程 中 ,上 述 误差 被 逐 
次 地 放大 为 
11A,21A,*…,71A 
由 表 1. 3 可见, 后 面 的 几 个 计算 结果 根本 不 可 靠 。 
算法 2 采用 以 下 公式 
1 一 也 


(1. 51) 


进行 计算 。 用 起 始 值 I; 二 0. 112 4( 具 有 伟人 误差 限 0. 5X10-) 反 向 计算 出 I, ,…, ,了 的 
数值 ,这 时 因 I 的 合 人 误差 在 逐次 计算 中 被 削弱 而 获得 较 好 的 结果 ( 见 表 1. 3) 。 


表 1.3 


| = 


由 本 例 可 见 , 不 同 的 算法 对 伟人 误差 的 作用 是 不 同 的 ， 我 们 把 舍 人 误差 对 计算 结果 影响 小 


数值 分 析 


的 算法 称 为 稳定 的 算法 ;否则 称 为 不 稳定 的 算法 。 显 然 ,只 有 选用 稳定 的 算法 ,才能 获得 较 准 
确 的 结果 。 

综 上 可 知 ,伴随 计算 过 程 而 出 现 的 舍 人 误差 是 不 可 避免 的 , 它 的 大 小 与 字 长 .计算 公式 的 
特性 .计算 顺序 、 舍 人 方法 以 及 计算 量 的 大 小 等 因素 有 关 。 由 于 它 直 接 影响 到 算法 的 数值 稳定 
性 ,所 以 在 数值 方法 的 选择 和 设计 时 必须 慎重 地 考虑 这 些 因素 的 影响 。 


$5 数值 计算 中 的 误差 


5. 1 数值 计算 中 的 误差 种 类 


用 数值 方法 解 题 一 般 要 经 过 以 下 几 个 过 程 。 

Q 对 于 要 解决 的 实际 问题 建立 数学 模型 。 

G@ 研制 用 于 求解 数学 模型 近似 解 的 算法 和 过 程 ,即将 数学 模型 转化 为 数值 计算 公式 和 对 
数值 计算 的 顺序 。 

@ 根据 @ 确 定 的 计算 模型 进行 数值 计算 (手工 计算 或 编制 程序 上 机 计算 ) ,得 到 计算 结果 。 

在 上 述 过 程 中 ,可 能 产生 的 误差 有 以 下 几 类 。 

5. 1. 1 模型 误差 

数学 模型 是 指 那些 利用 数学 语言 模拟 现实 而 建立 起 来 的 有 关 量 的 描述 。 为 了 简化 数学 模 
型 ,以 便于 分 析 或 计算 ,往往 要 忽略 一 些 次 要 的 因素 ;另外 ,用 以 描述 事物 的 定律 或 定理 是 在 特 
定 条 件 下 建立 的 , 它 与 实际 条 件 有 所 差别 。 这 样 就 导致 数学 模型 的 准确 解 与 实际 问题 的 真 解 
有 所 不 同 , 它 们 之 差 称 为 模型 误差 或 描述 误差 。 这 类 误差 难于 做 定量 分 析 , 在 数值 计算 中 ,总 
是 假定 所 研制 的 数学 模型 是 合理 的 ,对 它 的 误差 只 作 粗 略 的 了 解 而 不 作 深入 的 探究 ,以 便 为 选 
择 合宜 的 数值 方法 建立 必要 的 依据 。 

5. 1.2 观测 误差 

在 数学 模型 中 含有 的 参数 及 所 需 的 原始 数据 ,如 温度 、 时 间 、 速 度 , 距 离 .电流 、 电 压 等 , 它 
们 都 是 从 观测 或 实验 得 到 的 数据 。 由 于 观测 仪器 ,观测 方法 或 某 些 偶然 的 客观 因素 均 会 引入 
相应 的 误差 ,这 类 误差 叫做 观测 误差 。 通 常 根据 测量 工具 或 测试 仪器 的 精度 测试 水 平 ,可 以 
知道 这 类 误差 的 上 、 下 界 。 在 大 多 数 工程 测量 中 ,能 得 到 2~3 位 有 效 数字 。 在 比较 重要 的 测 
量 中 ,能 得 到 4~5 位 有 效 数字 。 在 最 精确 的 物理 测量 中 ,能 得 到 6~8 位 有 效 数字 是 很 罕见 的 
了 。 对 于 观测 误差 ,在 数值 计算 中 ,需要 了 解 这 类 误差 的 范围 ,以 便 选择 合理 的 数值 方法 与 之 
适应 。 

5. 1.3 截断 误差 

一 个 精确 公式 用 近似 公式 代替 时 所 产生 的 误差 称 为 截断 误差 或 公式 误差 或 方法 误差 。 例 
如 一 个 台 劳 级 数 截取 其 前 ”项 近似 代替 时 ,其 产生 的 截断 误差 为 R,(z)。 截 断 误差 的 大 小 直 
接 影响 计算 结果 的 精度 和 计算 量 , 是 数值 计算 中 必须 考虑 的 一 类 误差 。 

5. 1.4 合 入 误差 

由 于 数值 计算 只 能 对 有 限 位 字 长 的 数值 进行 运算 ,这 样 必须 对 参与 运算 的 数据 作 有 限 位 
字 长 的 会 人 处 理 , 由 此 引入 的 误差 称 为 合 信 误差。 舍 人 误差 也 是 数值 计算 中 必须 考虑 的 一 类 
误差 。 
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5.2 模型 与 解 


5.2. 1 数学 模型 的 解 
数学 模型 的 解 按 其 输入 数据 的 不 同 可 以 分 为 如 图 1. 2 所 示 的 两 类 。 


真实 数据 真 解 yo 


Ro( 模 型 误差 ) 


数学 模型 精确 解 y=yotRo 
有 Ri (参数 误差 ) 
参数 模型 精确 解 =p1+R1 


{ 观测 误差 
< 一 一 十 
舍 入 误差 


有 误差 的 数据 


(1) 数学 模型 的 精确 解 

它 是 以 真实 数据 输入 数学 模型 所 获得 的 精确 解 , 它 与 真实 模型 的 真 解 之 差 即 为 模型 误差 
或 描述 误差 。 

(2) 参数 模型 的 精确 解 

它 是 以 有 误差 的 数据 输入 数学 模型 所 获得 的 精确 解 , 它 与 数学 模型 的 精确 解 之 差 称 为 参 
数 误差 ,这 种 误差 是 因数 据 误差 而 导致 数学 模型 的 精确 解 发 生 畸 变 所 造成 的 。 这 里 所 述 的 有 
误差 的 数据 指 的 是 观测 数据 ,其 相对 于 真实 数据 的 误差 为 观测 误差 ; 另 一 类 有 误差 的 数据 指 的 
是 对 观测 数据 再 作 合 人 处 理 后 的 数据 , 它 相 对 于 真实 数据 的 误差 由 观测 误差 与 会 人 误差 之 和 
构成 。 观 测 误差 和 含 人 误差 各 自 使 数学 模型 的 精确 解 产 生 相 应 的 畸变 ,其 畸变 量 之 和 就 是 参 
数 误差 , 它 的 大 小 可 按 式 (1, 35) 进 行 估计 。 

5. 2.2 计算 模型 的 解 

当 数 学 模型 很 复杂 或 不 能 求 得 其 精确 解 时 ,就 采用 数值 方法 求解 数学 模型 的 数值 解 ,这 种 
求解 模型 称 为 计算 模型 , 它 是 由 一 系列 的 计算 公式 (只 含有 加 、 减 、 乘 、 除 运算 ) 和 计算 步骤 组 成 
的 。 数 值 方法 可 分 为 精确 法 与 近似 法 两 种 。 所 谓 精确 的 数值 方法 指 的 是 通过 有 限 步 精确 运算 
就 能 求 得 数学 模型 精确 的 方法 ,因此 其 方法 误差 为 零 。 相 反 , 在 近似 的 数值 方法 中 ,其 方法 误 
差 则 不 为 零 。 当 使 用 计算 模型 进行 求解 时 ,对 数值 的 运算 方式 可 以 分 为 精确 的 运算 方式 和 近 
似 的 运算 方式 两 种 。 精 确 的 运算 方式 使 用 无 限 位 字 长 的 精确 数 进行 运算 ,因此 所 有 参与 运算 
的 数值 ,其 会 人 误差 均 为 零 。 近 似 的 运算 方式 使 用 有 限 位 字 长 的 近似 数 进行 运算 ,这 就 形成 了 
计算 结果 的 舍 人 误差 。 根 据 输入 数据 .数值 方法 、 运 算 方 式 类 型 的 不 同 组 合 ,可 形成 具有 不 同 
误差 的 数值 解 y; 一 yo ,如 图 1. 3 所 示 ( 其 中 为 会 人 误差 )。 通 常 把 计算 模型 精确 运算 结果 和 
近似 运算 结果 分 别称 为 计算 模型 的 精确 解 和 计算 模型 的 近似 解 。 


数值 分 析 


J3™Y1 


y4=y1+E ( 舍 入 误差 ) 


精确 的 数值 法 


JJ 


炎 蘑 糖 丰 东台 并 


J6=2+E 


p=y1t+R 
ye=y1+R+E€ 
近似 的 数值 法 


有 误差 数据 


尘 获 粮 半 匠 完 洁 


yo=y2+R 


yi0=y2+R+E 


图 1.3 


5.3 数学 问题 的 适 定性 与 性 态 


一 个 数学 模型 中 的 数学 问题 可 以 形式 地 抽象 为 映射 Y= FCX) ,这 里 和 和 了 可 以 是 数 、 多 
维 数组 (向 量 ) ,矩阵 或 函数 。 笼 统 地 称 X 为 原始 数据 , 它 的 映像 为 Y。 设 DD 为 原始 数据 X 的 
定义 域 ,根据 原始 数据 对 数学 模型 解 的 影响 程度 ,可 以 将 数学 问题 区 分 为 适 定 和 不 适 定 的 数学 
问题 。 在 适 定 的 情况 下 ,其 数学 模型 满足 以 下 条 件 。 

中 对 XEDD, 数 学 模型 的 解 存在 且 唯 一 。 

G 满足 连续 性 条 件 , 即 | AX | 一 0 时 ,对 应 有 | 上 AY | 一 0 成 立 @。 

反之 , 若 数学 模型 的 解 多 于 一 个 ;或 者 解 不 连续 依赖 于 原始 数据 , 则 称 该 数学 问题 是 不 适 
定 的 。 对 于 不 适 定 的 数学 问题 ,如 果 它 的 解 多 于 一 个 ,应 用 数值 方法 求解 时 ,就 会 产生 求 出 的 
解 是 哪 一 个 解 或 是 否 是 所 需 解 的 问题 。 通 常 可 用 补充 条 件 的 办 法 使 解 唯一 。 例 如 , 求 方程 根 
时 ,可 先 将 其 多 个 根 逐 一 隔离 开 来 , 则 在 含 根 的 每 个 子 区 域内 其 根 唯 一 。 如 果 条 件 @ 不 满足 ， 
则 会 出 现 不 同 的 上 AX | (不 管 它 如 何 小 ) 对 应 完全 不 同 的 数学 模型 解 f(X) 的 情况 ,这 时 采用 
数值 方法 求 得 的 解 可 能 毫 无 意义 。 因 此 ,在 不 适 定 的 情况 下 , 必须 重新 研制 适 定性 的 数学 模型 
或 改善 模型 的 适 定 程度 ,再 进行 数值 求解 。 

适 定 的 数学 问题 ,其 数学 模型 一 般 满足 广义 的 李 普 希 北条 件 , 即 存在 常数 工 >0,e>0, 使 
对 所 有 满足 ‖ AX | <e 时 ,有 

| fCX+AX)— fCX) | <L | AX 

成 立 。 若 工 非常 小 , 则 对 于 原始 数据 很 小 的 变化 ,数学 模型 解 的 变化 也 很 小 ,就 称 该 数学 问题 
是 “ 良 态 ” 问 题 ;反之 ,车 数学 模型 解 的 变化 很 大 ,就 称 为 “病态 ”问题 。 


@ 记号 | 。 || 表示 范 数 ,其 定义 参看 第 四 章 。 
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在 病态 问题 中 ,由 于 观测 误差 或 合 人 误差 使 原始 数据 有 微小 变化 时 ,就 会 导致 很 大 的 参数 
误差 ,因而 原始 数据 的 误差 对 数学 模型 的 精确 解 有 严重 的 影响 。 例 如 微分 方程 初 值 问题 
光一 y 一 0， y0)=1, yy(0) = 一 ] (1. 52) 
该 问题 的 解 为 
y= YY (1. 53) 
如 果 初 始 条 件 略 有 误差 ,比如 y(0) = 二 1 十 e,y (0)== 一 1, 则 相应 的 解 为 
?一 号 十 (1 十 三 Je (1. 54) 


它 与 式 (1. 53) 相 去 甚 远 , 解 的 性 态 根 本 不 同 。 
这 里 “很 大 ”与 “很 小 ” 均 系 相对 而 言 , 并 无 数量 上 的 严格 界限 。 另 外 需要 指出 ,数学 问题 的 
性 态 是 针对 数学 问题 而 言 的 ;而 数值 稳定 性 是 针对 数值 方法 而 言 的 。 数 学 问题 的 性 态 完全 取 
决 于 该 数学 问题 的 属性 ,与 数值 方法 无 关 。 在 使 用 数值 方法 求解 适 定 的 数学 问题 时 ,由 性 态 与 
数值 稳定 性 导致 的 误差 对 数值 解 的 影响 如 下 所 示 ， 
良 态 问题 Ri Vy 


稳定 的 数值 方法 EV [病态 问题 R 从 


良 态 问题 Ri Vy 
病态 问题 RL 但 


数值 方法 
不 稳定 的 数值 < 77 | 


综 上 ,很 容易 看 出 以 下 几 点 。 

@ 用 一 个 稳定 的 数值 方法 解 一 个 良 态 问题 时 , 在 数值 解 中 含有 的 Ri 、€ 必定 很 小 ,如 果 
数值 方法 的 方法 误差 尺 亦 很 小 , 则 可 获得 接近 于 参数 模型 精确 解 的 最 佳 结果 。 

@ 当 用 一 个 稳定 的 数值 方法 求解 病态 问题 或 用 一 个 不 稳定 的 数值 方法 求解 良 态 问 题 时 ， 
前 者 因 Ri 甚大 ,后 者 因 E 甚 大 ,致使 数值 解 甚大 地 偏离 数学 模型 的 精确 解 。 

@ 当 用 一 个 不 稳定 的 数值 方法 求解 病态 问题 时 , 因 Ri 与 E 均 其 大 , 视 Ri 十 的 大 小 , 数 
值 解 可 能 更 加 偏离 或 接近 于 数学 模型 的 精确 解 。 

为 了 衡量 计算 模型 数值 解 的 精度 ,由 上 可 见 ,可 采用 参数 模型 的 精确 解 作为 测试 的 标准 
值 ,一 般 可 要 求 计算 模型 数值 解 的 精度 小 于 等 于 标准 值 的 精度 。 在 参数 模型 的 精确 解 不 能 获 
得 的 情况 下 ,实用 上 可 采用 高 精度 计算 模型 的 高 精度 计算 结果 作为 该 类 计算 模型 的 标准 值 。 
如 果 采 用 真 解 为 标准 值 ,由 上 面 的 分 析 可 知 ,计算 模型 的 数值 解 相 对 于 真 解 的 误差 由 Ro 十 
Ri 十 R 十 组 成 , 当 Ro .Ri .RE 的 精度 配置 不 合理 时 ,可 能 导致 高 计算 量 、 低 精度 数值 解 的 不 
良 结果 。 因 此 在 一 个 计算 模型 的 设计 中 ,要 全 面 地 综合 考虑 各 种 因素 对 误差 的 影响 并 合理 地 
配置 误差 的 大 小 ,才能 达到 以 最 小 的 计算 量 获取 高 精度 数值 解 的 理想 目标 。 

今后 我 们 所 讨论 的 数学 问题 只 限于 适 定 的 数学 问题 ,其 中 的 良 态 问题 比较 适宜 数值 求解 。 
对 于 病态 问题 的 求解 ,不 是 一 般 稳定 算法 所 能 解决 的 ,必须 使 用 特殊 的 算法 来 处 理 。 


8 6 误差 分 配 原则 与 处 理 方法 


6. 1 误差 配置 原理 
如 前 所 述 , 计 算 模型 总 是 以 参数 模型 为 依据 ,以 数值 方法 为 手段 而 研制 的 求解 模型 ,计算 


数值 分 析 
EE 


模型 的 近似 解 相 对 于 参数 模型 精确 解 的 总 误差 (e) 由 截断 误差 (R) 和 舍 人 误差 (€ ) 两 部 分 构 
成 ,可 表 为 


€ = RE (1. 55) 
现 分 析 按 数值 公式 计算 时 ,e.R、E 之 间 存 在 的 几 种 可 能 的 情况 。 | 
@ 当 E >R 时, 即 舍 人 误差 较 大 而 截断 误差 较 小 的 情况 。 这 时 总 误差 的 主 部 取决 于 含 人 
误差 的 主 部 。 例 如 在 例 1. 9 中 , 取 e-55 展 式 中 前 22 项 和 为 数值 公式 时 的 截断 误差 为 


22 22 
Ra =| Be < =0. 000 017 (0<0<1) 


而 E20.5X10“, 属 E>R 的 情况 。 显 见 ,在 这 种 情况 下 ,数值 公式 中 数值 小 于 €E 的 若干 项 的 
计算 工作 量 是 无 意义 的 。 
四 当 E <R 时 ,这 时 总 误差 的 主 部 取决 于 截断 误差 的 主 部 ,在 这 种 情况 下 ， 过 多 位 字 长 部 
分 的 计算 工作 量 是 无 意义 的 。 
@ 当 E xR 时 ,在 这 种 情况 下 ,不 会 出 现 过 多 位 字 长 和 过 多 项 部 分 计算 量 上 的 浪费 现象 。 
因此 ,对 于 R、E 两 类 误差 最 为 合理 的 配置 原则 是 | 
R=E€ (1. 56) 


6.2 按 R=E€ 配 置 的 有 关 处 理 方法 


针对 配置 原则 式 (1. 56) ,对 下 列 四 种 情况 论述 其 处 理 方法 。 
(1) 给 定 运算 误差 挟 ,确定 参与 运算 的 数值 的 字 长 
若 数 值 公式 为 
& 一 fxis ze, ,T,) | (1. 57) 
式 中 ,zi ,xz ,… ,zx 为 参与 运算 的 数值 , 设 其 允许 的 合 人 误差 为 | 4A; | 二 AG 二 1,2,…,n), 则 计 
算 结果 的 会 人 误差 限 可 近似 估计 为 


ul< 加 | 性 | a=( 罕 | 兰 |)-a (1. 58) 
[2 如)a<e ,可 解 得 
A<—e (1. 59) 


按 式 (1. 59) 的 要 求 ,就 可 确定 出 数值 的 字 长 。 
例 1.12 长 方形 面积 5S=ab, 其 中 425 m,p<<200 m, 要 求 计算 5 的 运算 误差 AS<1 mi， 
试 确定 两 直角 边 的 允许 误差 。 
解 令 |da|=|db|==A, 因 | ds| 志 (ja| 十 |6|) 4, 令 (la| 十 15|)， A 志 1 mi , 解 得 


2 
lm 20. 004 8 


Tm | 
A 00 m 205 
因为 0. 000 5<0. 004 8, 所 以 可 取 A==0. 000 5 一 0.5X10-3, 即 ac,b 的 数值 至 少 应 取 至 小 数 后 3 
位 。 
(2) 数值 公式 已 定 、 数 值 字 长 待定 的 情况 
在 这 种 情况 下 ,能 估计 出 该 数值 公式 截断 误差 RR 的 大 小 ,然后 令 E 二 RR, 按 式 (1. 59) 就 可 
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确定 出 参与 运算 的 数值 的 字 长 。 

(3) 在 总 误差 e 给 定 的 情况 下 ,要 求 确定 数值 公式 的 项 数 和 数值 的 字 长 

在 这 种 情况 下 , 按 误差 配置 的 原则 ,我 们 应 取 
(1. 60) 
以 下 可 按 不 等 式 

[RI<e/2 (1. 61) 

确定 出 数值 公式 的 项 数 。 在 数值 公式 已 定 和 € 已 定 的 情况 下 ， 便 可 确定 出 数 信 的 字 长 

例 1.13 求 y= 二 十 亦 十 … 十 十 十 … 之 值 ,总 误差 要 求 为 e 一 0. 001 。 


解 ”在 本 例 中 , 取 级 数 的 部 分 和 


昌 二 让 (1. 62) 
k=1 
作为 数值 公式 ,其 截断 误差 为 
及 三 全 (1. 63) 
下 一 从 | 
按 式 (1. 60) , 取 
R 一 到 一 0.000 5， 二 元 一 0.0005 (1. 64) 
对 于 式 (1. 63) 有 以 下 估计 公式 (如 图 1. 4 所 示 ) 
SE 
RR 一 六 S| 蛇 = 测 (1. 65) 
令 : Ra 1<<0, 000 5 
则 = 应 满足 


nV500~4.7 


3 


取 一 5 得 计算 公式 
= 1 
个 { 色 
设计 算式 (1. 66) 中 的 每 项 数值 的 含 人 误差 限 为 |A| ; 则 可 按 下 式 
€E=4|A|<0. 000 5 


(1. 66) 


确定 |A| 


< 0 5 


IA| 一 0. 000 125 


可 取 |A|=0. 000 05 一 0.5X10-4<<0. 000 125, 采 用 四 位 小 数 计算 式 (1. 66) 得 
Ss 二 1 十 0. 031 3 十 0. 004 1 十 0. 001 0 十 0. 000 3 一 1.036 7 

再 按 式 (1. 64) 的 GE 一 0.5X10-3 将 Ss 侈 成 三 位 小 数 得 Ss 二 1. 037。 

(4) 数值 的 字 长 已 定 、 待 定数 值 公 式 的 项 数 情况 

在 这 种 情况 下 ,可 采用 尝试 法 确定 之 。 这 时 可 初步 选 定 该 数值 公式 的 项 数 , 估 计 出 相应 的 
RE 值 , 如 果 尺 与 科比 较 相 近 , 则 上 述 所 定 的 项 数 即 为 所 要 求 的 项 数 ;否则 ,应 另 选项 数 ,重复 
上 面 的 过 程 ,直至 选 出 符合 要 求 的 项 数 为 止 。 

例 1.14 对 于 0<z<1, 计 算 e 时 ,利用 e 的 台 劳 展开 式 的 部 分 和 


近似 ,车 在 计算 中 ,z 的 数值 及 式 (1. 67) 中 各 项 结果 均 截取 至 小 数 后 5 位 , 试 确定 式 (1. 67) 


中 应 取 几 项 为 好 ? 
解 ” 因 公式 (1. 67) 的 截断 误差 有 以 下 估计 


R,(zx) = < 
初 取 一 3, 按 式 (1. 68) 有 
Rs(z) < 让 = 0. 125. 


eg lh (1. 68) 


I 
(nt 1)! (n+ 1)! 


E, = 3x (0.5x105) = 0.000 015 
这 时 R; (x) 这 Es, 再 取 n= 二 6, 则 有 
Ro(z) = 六 一 0.000 59 


E6 一 6X(0.5X105) 一 0.000 03 
这 时 Re(z) 二 Ers ,; 增 大 nn 至 n= 二 7, 则 有 


Ri(z) 一 襄 = 0, 000 074 


€1 =7X (0.5xX105) 一 0.000 035 
这 时 ,R (z)sEy, 所 以 在 式 (1. 67) 中 应 取 8 项 进行 计算 为 宜 。 

在 许多 使 用 截断 误差 限 进行 精度 控制 的 计算 场合 , 当 数 值 精度 低 于 上 述 预 定 精度 或 伟人 
误差 超过 上 述 预定 精度 时 , 则 这 种 控制 就 失效 了 。 目 前 对 法 人 误差 的 估计 都 是 按 最 坏 的 情况 
来 估算 的 ,实际 上 未 必 是 这 样 。 由 于 舍 人 误差 估计 的 困难 性 ,又 为 了 弥补 可 能 的 精度 损失 , 粗 
略 的 做 法 是 , 视 影 响 舍 入 误差 诸 因 素 的 情况 ,按照 对 截断 误差 的 预定 精度 要 求 ,用 比 预定 精度 
位 多 若干 位 (1 一 3 位 ) 的 数值 进行 计算 ,最 后 把 结果 舍 入 到 所 要 求 的 精度 位 上 。 
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习题 一 


1.1 下 列 各 数 都 是 对 精确 数 进行 四 会 五 人 得 到 的 近似 值 , 试 分 别 指出 它们 的 绝对 误差 

限 、 相 对 误差 限 以 及 有 效 数字 的 位 数 。 
a1=0.031 5， as=0, 301 5， as 一 31.50， w 一 5 000， as 二 5X103 

1.2 已 知 V3 一 1.732 050 808…, 试 写 出 具有 三 位 、 四 位 及 五 位 有 效 数 字 的 近似 值 , 并 求 
出 它们 的 绝对 误差 限 及 相对 误差 限 。 

1.3 下 列 各 近似 值 的 绝对 误差 限 都 是 0. 5 X 10-3,a 一 一 1. 000 31,5 一 0. 042，c 一 
一 0. 000 32, 试 指出 它们 有 几 位 有 效 数字 。 

1.4 要 使 V10 的 近似 值 的 相对 误差 小 于 0. 1% ,至少 要 取 几 位 有 效 数字 ? 

1.5 下 面 计 算 y 的 公式 哪 一 个 算得 准 ? 为 什么 ? 


(1) 已 知 |z|<1 

| 2z2 

CA) y= 于 2 一 行 2 y= 本 

(2) a 

(A) y》 一 一 一 一， (B) y= 一 \/z 十 十 Ne 
z(Vz+i a = 

(3) 已 知 |z| 志 1 


(A) y=2sin?: x/zx; (B) y 一 (1 一 cos 2x)/zx 
1.6 计算 二 Q2 一 1)5, 取 V2=1.4, 利 用 下 列 公 式 计算 , 哪 一 个 得 到 的 结果 较 好 ? 


1 
二 一 一 3 2 3 
0 (2) f=(3—2V2) 
1 
3 一 一 ~- 
(3 十 2V2)3 
1.7 下 列 各 题 怎样 计算 才 合理 ? 
《1) 1 一 cos1*( 用 四 位 函数 表 求 三 角 聘 数值 ) 


Nil dz 
(2) | 了 (其 中 充分 大 ) 


(4) f=99—70V2 


(3) -es (其 中 |z| 充 分 小 ) 


SIlD 民 


1.8 先 化 简 下 式 , 再 求 其 值 。 


i 
1.9 求 662 一 663 的 数值 。 


1.10 求 方程 xz? 一 56z 十 1 一 0 的 两 个 根 ,使 它 至 少 具有 四 位 有 效 数字 。 
1.11 给 定 方程 组 
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3z 十 ay 二 10 
5z 十 一 20 
其 中 a 王 2. 100 士 5X10 ,0 一 3. 300 士 5X10, 试 估计 计算 z,y 的 误差 范围 。 
1.12 sin z 一 z 一 条 十 苛 …, 试 问 用 台 劳 级 数 计算 sinl, 如 果 要 有 8 位 有 效 数字 ,需要 在 
级 数 中 取 几 项 ? 并 且 运 算 的 数 要 有 多 少 位 才能 达到 要 求 ? 


1.13 假如 有 一 种 算法 求 Va 可 得 到 6 位 有 效 数字 , 间 为 了 使 /xz 有 4 位 有 效 数字 ,x 应 取 几 
位 有 效 数字 ? 
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31 引 吉 


在 数学 问题 的 求解 过 程 中 ,经 常 遇 到 求解 西数 方程 
f(z)=0 (2. 1) 
的 问题 。 这 里 ,f(z) 是 单 变量 z 的 函数 , 它 可 以 是 代数 多 项 式 
f(z)=aor’ arr™ II 十 十 az 十 ao (ao 天 0) 

也 可 以 是 超越 函数 ,如 三 角 函 数 、 指 数 函 数 的 复合 函数 等 。 满 足 方程 (2. 1) 的 x 值 通常 叫做 方 
程 的 根 或 解 ,也 叫 函 数 f(z) 的 零点 。 如 果 f(x) 二 (zx 一 oa)”g (x) 有 8(9) 关 0, 则 称 a 为 f(z)= 
0 的 双重 根 。m 二 1 为 单 根 ,m 守 1 为 重 根 。 

由 于 多 项 式 是 一 类 非常 特殊 的 函数 ,人 们 设计 了 算法 来 求 它 的 零点 。 从 挖掘 出 的 古巴 比 
伦 人 的 泥 版 文件 中 发 现 , 远 在 公元 前 1700 年 的 古巴 比 伦 人 就 已 有 关于 一 、 二 次 方程 的 解法 。 
以 后 人 类 又 经 三 千 多 年 的 求索 ,至 1535 年 意大利 数学 家 坦 特 格 里 亚 (Tor Taglia, 1499_1557 
年 ) 发 现 了 三 次 方程 的 解法 , 卡 当 (H. Cardano,1501 一 1570 年 ) 从 他 那里 得 到 了 这 种 解法 ,于 
1545 年 在 名 著 ( 大 法 }? 中 公布 了 三 次 方程 的 公式 解 ,名 为 卡 当 算法 。 后 来 卡 当 的 学 生 弗 瑞 里 
(Ferrari,1522 一 1565 年 ) 又 提出 了 四 次 方程 的 解法 。 此 成 果 更 激发 了 数学 家 们 的 兴奋 情绪 ， 
但 在 以 后 的 两 个 世纪 中 ,求索 工作 始终 没有 成 效 ,导致 人 们 对 高 次 代数 方程 解 的 存在 性 产生 怀 
疑 。 至 1799 年 ,高 斯 证 明了 代数 方程 必 有 一 个 实 根 或 复 根 的 定理 , 称 此 为 代数 基本 定理 ,并 由 
之 可 以 立刻 推 知 次 代数 方程 必 有 x 个 实 根 或 复 根 。 但 在 以 后 的 几 十 年 中 ,仍然 没有 找 出 高 
次 代数 方程 的 公式 解 。 一 直到 18 世纪 ,法 国 数 学 家 拉 格 朗 日 用 根 置换 方法 统 -- 了 二 .三 、 四 次 
代数 方程 的 解法 ,然而 当 他 用 这 个 理 顺 了 的 解法 和 理论 去 求解 五 次 代数 方程 时 却 磁 了 钉子 而 
未 能 如 愿 , 才 冷 静 地 思考 : 想 找 而 又 找 不 到 的 东西 是 否 根本 就 不 存在 ?开始 意识 到 可 能 有 潜藏 
于 其 中 的 奥秘 ,用 现代 术语 表示 , 那 就 是 置换 群 理论 问题 。 

在 探索 五 次 以 上 代数 方程 解 的 艰难 历程 中 ,第 一 个 有 重大 突破 的 是 挪威 数学 家 阿 贝尔 
GY Abel,1802 一 1829 年 ),1824 年 年 轻 的 阿 贝尔 发 表 了 “五 次 方程 代数 解法 不 可 能 存在 ”的 论 
文 ,但 并 未 受到 重视 , 连 数学 大 师 高 斯 也 未 理解 这 项 成 就 的 重要 意义 。 在 贫困 中 度 过 27 个 春 
秋 的 阿 贝尔 因 结核 病死 于 1829 年 。1828 年 名 不 见 经 传 的 17 岁 法 国 数学 家 伽 罗 华 (E. Galois， 
1811 一 1832 年 ) 写 出 了 划时代 的 论文 “关于 五 次 方程 的 代数 解法 问题 ”, 指 出 即使 在 公式 中 容 
许 用 ?= 次 方 根 ,并 用 类 似 的 算法 求 五 次 或 更 高 次 代数 方程 的 根 是 不 可 能 的 。 文章 虽 经 柯 西 星 
交 至 法 兰 西 科学 院 , 因 其 辈分 太 低 遭 到 冷遇 上 且 文 稿 委 失 。1830 年 伽 罗 华 再 进 科学 院 递 稿 ,经 
泊 松 院士 判 审 为 “完全 不 能 理解 "而 终结 。 伽 罗 华 死 于 1832 年 , 死 前 ,他 把 关于 五 次 代数 方程 
求解 的 研究 成 果 写 成 长 信 , 留 给 了 人 类 。14 年 后 ,法 国 数学 家 刘 维 尔 (J. Liouville,1809_1882 
年 ) 整 理 并 发 表 了 仰 罗 华 的 遗 作 ,人 们 才 意识 到 这 项 近代 数学 发 展 史 上 的 重要 成 果 是 何等 的 宝 
贵 , 深 为 伽 罗 华 之 死 而 居 惜 。38 年 后 , 即 1870 年 ,法 国 数学 家 若 当 (C. Jordan,1838_1922 年 ) 
在 专著 ( 论 置换 与 代数 方程 } 中 盖 述 了 伽 罗 华 的 思想 ,一 门 现代 代数 的 分 支 群 论 诞生 了 。 
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此 后 ,人 们 并 未 终止 对 代数 方程 求解 算法 的 研究 工作 ,在 前 几 个 世纪 中 , 曾 开 发 出 一 些 求解 代 
数 方程 的 有 效 算法 ,它们 构成 了 数值 分 析 中 的 古典 算法 ,如 Honer，Graeffe，Bernoulli 等 算 
法 。 而 在 计算 机 时 代 , 人 们 熟知 的 有 Rutishauser，Lehmer，Lin，Bairstow，Bareiss 算法 及 其 
他 许多 算法 。 至 于 超越 方程 则 不 存在 一 般 的 求 根 公 式 。 

本 章 介绍 求 方程 实 根 的 和 迭代 解法 , 它 既 可 以 用 来 求解 代数 方程 ,也 可 以 用 来 求解 超越 方 
程 。 运 用 迭代 法 求解 方程 的 根 应 解决 以 下 两 个 问题 :确定 根 的 初 值 zo; 将 z 进一步 精确 化 到 
所 需要 的 精度 。 


$ 2 和 迭代 解法 


设 方程 (2. 1) 的 根 为 a, 则 f(a) 夺 0。 为 求 a 的 数值 ,可 初 取 一 个 与 a 接近 的 初始 近似 值 
zo ,然后 通过 计算 出 f(zo) 的 数值 并 测试 其 是 否 为 零 , 若 等 于 零 , 则 zo 就 是 所 求 的 根 a; 在 不 等 
于 零 的 情况 下 ,可 改变 zo 的 数值 (其 改变 量 设 为 Azo) 为 新 的 一 次 近似 值 zx 一 zo 十 Azo ,再 重 
复 以 上 过 程 ,直至 新 的 近似 值 满足 方程 为 止 。 以 上 
不 断 尝试 的 计算 过 程 称 为 迭代 过 程 , 它 本 质 上 是 一 
种 逐次 逼近 根 x 的 方法 , 称 为 迭代 解法 ,可 用 图 2. 1 
表示 。 

从 上 可 见 , 迭 代 解 法 中 的 一 个 关键 问题 就 是 如 
何 确定 次 近似 值 x, 的 修改 量 Az, 的 问题 。 目 前 
已 有 许多 计算 Ar, 的 不 同 算法 ,相应 地 形成 了 不 同 
的 选 代 解 法 。 为 了 能 够 直接 地 检测 出 z, 的 修改 量 
Az,, 可 将 f(z) 二 0 作 z=Y(z) 形 式 的 等 价 分 解 , 利 


图 2. 1 迭代 解法 用 计算 出 p(zn) 的 数值 ,就 能 发 现 方程 右 端 值 p 
(za) 与 左 端 值 zx; 间 的 差 值 ,不 妨 取 定 此 差 值 为 Az。 
Axn = PTn) OO— Tn (2. 2) 
则 新 近似 值 z+1 的 计算 公式 ( 称 为 迄 代 公式 ) 为 | 
Znt1=Za [L967zn)—zn = Cx) 一 0 1 2 (2. 3) 


这 时 图 2. 1 转化 为 图 2. 2。 在 这 种 迭代 法 中 , 它 将 图 2. 1 中 计算 f(z,) 的 过 程 与 确定 zx,+1 的 修 
改过 程 融 为 一 体 ,使 整个 迭代 过 程 得 到 了 简化 ,一 般 称 为 简单 迭代 法 。 当 |Az. | 二 e( 精 度 要 
求 ) 时 ,可 终止 迭代 并 取 n+lI 一 Qo。 

不 难 发 现 ,由 式 (2. 2) 取 定 的 Az, 就 是 方程 二 
9(X) 当 二 zx 时 的 右 、 左 两 边 数值 之 差 , 数 学 上 定义 
它 为 残 差 ( 或 残余 ) 表 示 为 

R,—9(z,) —z, (2. 4) 
更 一 般 地 ,选取 残 差 的 适当 量 作为 Az, 可 能 获 
得 更 好 的 修改 效果 , 即 可 取 
Azx; =wR, (2. 5) 
其 中 忆 为 对 尺 ,。 引 和 人 的 系数 值 , 相 应 的 迭代 公式 为 
2 一 六 十 wwR ,n=0,1,2, (2. 6) 图 2. 2 简单 选 代 法 


计算 p(xn) 的 数值 
于 一 
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特别 当 w 一 1 时 , 式 (2. 6) 与 式 (2. 3) 一 致 。 概 括 起 来 ,迭代 解法 就 是 使 用 方程 的 残 差 通过 和 迭代 
过 程 求 取 方程 根 的 方法 ,下 面具 体 叙述 简单 适 代 法 (简称 迭代 法 ) 的 求解 问题 。 


2.1 根 的 初 值 确定 方法 


为 了 确定 根 的 初 值 ,首先 必须 圈定 根 所 界 的 范围 , 称 为 圈定 根 或 根 的 隔离 。 在 上 述 基 础 
上 ,采取 适当 的 数值 方法 确定 出 具有 一 定 精度 要 求 的 初 值 。 对 于 代数 方程 ,其 根 的 个 数 ( 实 的 
或 复 的 ) 与 其 次 数 相同 ,并 且 已 有 许多 关于 圈定 根 的 范围 及 确定 所 在 范围 内 根 的 个 数 的 定理 和 
有 效 方法 ,都 可 取 用 。 至 于 超越 方程 ,其 根 可 能 是 一 个 、 几 个 或 无 解 , 且 没 有 什么 固定 的 圈 根 方 
法 。 
求 方程 根 的 问题 ,就 几何 上 讲 , 就 是 求 曲 线 y= 二 了 f(z) 与 z 轴 交 点 的 横 坐 标 ,作为 一 个 根 位 
于 某 个 子 区 间 内 的 标志 常 依据 下 面 的 定理 。 
定理 2.1 设 f(z) 为 区 间 [a,5j 上 的 连续 函数 ,如 果 
fla)f(6)<0 
则 [a,5j 内 至 少 有 一 个 实 根 。 如 果 f(x) 在 [a,5]J 上 还 是 单调 函数 , 则 仅 有 一 个 实 根 。 
运用 上 面 定理 ,就 可 确定 根 所 在 的 子 区 间 , 方 法 有 以 下 三 种 。 
2. 1.1 画图 法 
此 法 通过 画 出 y= 了 f(z) 的 略图 ,从 而 确定 出 曲线 与 x 轴 交 点 的 大 致 位 置 。 为 使 画图 简便 ， 
可 将 f(x) 二 0 分 解 成 p91(z) 二 po《z) 的 形式 ,其 中 py (x) 与 gz(z) 是 较 易 画 出 其 图 形 的 函数 。 
这 时 wm (xz) 与 9z(z) 两 曲线 交点 的 横 坐 标 所 在 的 子 区 间 即 为 含 根 区 间 。 例 如 
Zlgz 一 1 一 0 
可 以 改写 为 


再 分 别 画 出 对 数 曲 线 y 一 lgz 与 双 曲 线 y 一 二 ,它们 交点 的 横 坐 
标 位 于 区 间 [2,3jJ 内 ,如 图 2. 3 所 示 。 

2.1.2 扫描 法 

对 于 给 定 的 f(z) 及 含 根 区 间 [A,B], 从 zo 一 A 出 发 ,以 步 


长 = 全 (为 正 整 数 ), 在 [A,B] 内 取 定 节点 :xz; 二 zs 十 访 


n 

(i 二 0,1,2,…,n)。 然 后 从 左 至 右 检查 f(x;) 的 符号 ,如 发 现 f(x) 与 f(zi_1) 异 号 , 则 得 到 一 
个 有 根子 区 间 [zx_;，zij, 同 法 继续 下 去 ,就 可 在 [A,Bj 内 找 出 包含 根 的 全 部 子 区 间 。 

用 这 种 逐步 搜索 法 进行 实 根 隔离 的 关键 是 选取 合适 的 步 长 。 如 果 有 过 大 , 则 可 能 遗漏 根 ; 
如 果 h 太 小 , 虽 可 得 到 较 小 的 有 根子 区 间 , 但 工作 量 较 大 。 

2. 1.3 对 分 法 

”为 了 获得 指定 精度 要 求 的 初 值 ,可 在 以 上 隔离 根 的 基础 上 采用 对 分 法 进一步 缩小 含 根子 

区 间 ,方法 如 下 。 

设 [ze-a， Zh 为 含 根子 区 间 » 初 值 相对 于 根 的 误差 要 求 为 6， 令 Qa= Xl1, b= Zs 计算 
f(a)，f(5) 后 进行 如 下 计算 ， 


图 2.3 
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@ 取 [a, 可 的 中 点 + 二 ,计算 Fn)。 


@ 若 Fa。 帮 >0, 则 取 ac 一 六 否则 取 2 一。 
@ 若 "一 2>s, 转 向 中 ;否则 结束 。 
经 ?次 对 分 后 获得 如 下 含 根 区 间 
[a,6b],Lai ,bi] ,Laz ,bz ],** ,Lan ,bn] 
其 区 间 长 度 逐 次 减 半 , 设 经 nn 次 对 分 后 ,其 区 间 长 度 已 小 于 e, 则 有 以 下 估计 的 公式 


b—a 
———<e 


ms 一 lns (2.7) 


这 时 我 们 可 在 [a ,65,j 内 任意 取 定 一 点 zo 作为 初 值 。 
例 2.1 用 对 分 法 求 方程 
f(x)=7:—z—1=0 
在 区 间 [1,1. 5] 内 的 根 的 初 值 , 要 求 相 对 于 根 的 精度 准确 到 小 数 后 第 二 位 (e 一 0. 5X10-?)。 
解 ” 这 里 4==1,6 二 1.5, 了 (1) 过 0,f(1.5)>>0。 对 分 计算 如 下 ， 


; 四 时 n= fr) 

0 [1,1.5] 1.25 f(1. 25)<0 

1 [1.25,1.5] 1. 375 - f(1. 375)>0 

2 L1. 25 ,1. 375] 1.312 5 f(1. 312 5)<0 
3 [1. 312 5,1. 375] 1. 343 75 fl1.343 75)>0 
4 [1.312 5,1.34375] 1.3281 f(1. 328 1)>0 
8 [1. 312 5,1. 328 1] 1. 320 3 f(1. 320 3)<=0 
6 [1. 320 3,1. 328 1] 1.324 2 fl1. 324 2)>0 


7 [1. 320 3,1. 324 2] 
这 时 区 间 [1. 320 3,1. 324 2] 的 长 度 为 0.003 9<0. 005, 已 满足 精度 要 求 ,可 在 该 区 间 内 任 取 
一 点 作为 初 值 z ,比如 取 初 值 为 


z= 320 a 8 


对 分 法 同样 可 用 来 求 取 所 需 精度 的 方程 的 根 ,但 计算 工作 量 较 大 。 
2.2 和 迭代 法 的 求解 过 程 


迭代 法 的 求解 过 程 分 以 下 两 步 进 行 。 
2.2.1 建立 迭代 公式 
它 是 由 方程 f(x) 二 0 出 发 ,将 其 分 解 为 下 列 等 价 形式 
Z 一 PCZ) 
式 中 ,98(z) 叫 做 方程 的 迭代 函数 。 对 于 具体 的 方程 ,可 以 用 不 同 的 方法 进行 分 解 , 例 如 
FCz) 一 好 十 2z2 一 4 一 0 (2. 8) 
可 以 分 解 成 


第 二 章 ，” 方程 (组 ) 的 迁 代 解法 


Z 一 并 十,Fz) 一 妈 十 2z2 十 z 一 4 


z 一 (2 一 学 ) (2. 9) 
加 
z=2 (zz) 
好 十 2z2? 一 4 
TT 9744r 
等 等 , 当 .F(z) 王 0 难于 作 z 一 PC(z) 分 解 时 ,可 在 f(z) 二 0 两 边 附加 后 得 近代 函数 工 二 zx 十 
f(x)=9(7), 
2.2.2 和 迭代 计算 
由 初 值 zo 出 发 , 按 式 (2. 3) 进 行 计算 如 下 
ZI 一 PC(Zo)， Ze 一 VCZI)， Zs3=9(T2) (2. 10) 
或 简 记 为 
Za+H1 一 PCZn) (2 一 0,1,2,…) (2. 11) 


称 公式 (2. 11) 中 形成 的 TosX1sT2, … 为 迭代 序列 9 相应 的 值 称 为 根 的 零 次 .一 次 二 次 ee 近 
似 值 ,序列 的 计算 过 程式 (2. 10) 称 为 迭代 过 程 。 如 果 序 列 zziyz，… 收 敛 于 w, 即 ， 
limz, =a (2. 12) 
则 “就 是 方程 的 根 。 事 实 上 ,对 式 (2. 11) 两 边 取 极 限 得 
jimzoHl 一 jimyp(zo) 一 (limzn) 
ac 一 92(a) (2. 13) 
证 得 a 是 方程 x 二 9p(z) 的 根 , 亦 即 方程 f(x) 二 0 的 根 。 
以 上 求解 方法 称 为 方程 的 迭代 解法 或 简单 迭代 法 。 
例 2.2 求 ze 一 1 一 0 的 根 , 要 求 根 的 近似 值 稳定 至 小 数 后 5 位 。 
解 ”我 们 将 ze 一 1 一 0 分解 为 


X= 7 (2. 14) 
图 形 y=z 与 y==e “交点 的 横 坐 标 为 a€E[0.5,0. 6]。 今 取 zo 二 0.5, 按 迭代 公式 
Tntl = (2. 15) 


计算 得 表 2.1。 经 17 次 迁 代 后 得 方程 的 根 为 0. 567 14。 


例 2.3 ”用 迭代 法 求 方程 


f(x)=z—z—1=0 (2. 16) 
在 zo=1. 5 附近 的 根 。 
解 :将 式 (2. 16) 改 写 为 
z= V1ITz (2. 17) 
按 上 式 建 立 如 下 迭代 公式 
HH 一 VI 于 去 (2. 18) 


取 zo 二 1.5 逐次 迭代 得 
To=1, 5,z1=1. 357 21,z 一 1.330 86,z3=1. 325 88,z4=1. 132 494,zs=1. 324 76, 
2Z6 一 1.324 73,z7=1. 324 72,zs 一 1.324 72 
可 取 a=1. 324 72 为 方程 (2. 16) 的 根 。 
如 果 改 写 方程 为 
zx 二 Xx: 一 1 (2. 19) 
并 建立 迭代 公式 
Za 一 2 一] (2. 20) 
则 得 zo 二 1. 5,zi 二 2. 375, zs 一 12.39,…。 各 次 迭代 值 愈 来 愈 大 , 这 时 选 代 序列 的 极限 不 存 
在 ,在 这 种 情况 下 ,迭代 法 失效 。 这 里 ,我 们 把 迭代 序列 有 极限 的 迭代 过 程 称 为 收 化 的 迭代 过 
程 ;否则 就 是 发 散 的 迭代 过 程 。 


2.3 ”和 挝 代 解法 的 几何 意义 


设 方程 f(x) 二 0 的 根 为 a, 对 于 根 a 的 近似 值 zx 显然 有 zo 关 9Czo) ,否则 zo 就 是 根 a 了 。 
今 从 zo 出 发 ,通过 一 次 迭代 得 到 zi 一 p(xo), 在 曲线 yz (xz) 二 pC(z) 上 得 到 Ao 点 (图 2.4)。 为 
了 从 图 上 得 到 横 坐 标 zi ,可 过 Ao 点 作 工 轴 的 平行 线 交 y1(z)= 二 zx 于 A 点 ,再 由 A 点 向 横 
轴 作 垂 线 得 交点 ,此 交点 即 是 zi 。 以 下 仿 此 推导 下 去 , 便 可 循 折线 AoA,A1A'1… 趋 近 A 点 ，- 
相应 的 横 坐标 zo ,zi yz，… 则 从 根 的 一 侧 趋 近 根 <。 各 次 迭代 值 也 可 以 从 根 的 两 侧 往 复 地 趋 
向 根 ,如 图 2. 5 所 示 。 和 迭代 过 程 发 散 的 情况 如 图 2. 6、 图 2. 7 所 示 。 其 中 图 2. 7 中 的 迭代 方式 


CD=yP00 
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称 为 死 循 环 , 在 迭代 过 程 中 反复 出 现 两 个 相同 的 迭代 值 , 属 选 代 发 散 过 程 。 为 防止 因 出 现 死 循 
环 而 浪费 计算 量 , 可 在 迭代 计算 过 程 中 加 入 最 大 选 代 次 数 N 的 控制 ,当先 代 次 数 大 于 NN 时 ， 
就 认为 无 效 而 终止 迭代 计算 。 


VO)=X 


b=P00) 


» =P0) 


对 于 迭代 法 来 说 ,一 般 需 要 讨论 的 基本 
问题 是 ,迭代 函数 的 构造 ,迭代 序列 的 收敛 
性 ,收敛 速度 以 及 误差 估计 。 


2.4 和 代 法 的 收 和 敛 性 


一 个 迭代 法 的 迭代 序列 是 否 收敛 不 仅 取 
决 于 迭代 函数 在 根 附近 的 性 质 , 还 与 初 值 的 
选取 范围 有 关 。 若 从 任何 可 取 的 初 值 出 发 都 
能 保证 收敛 , 则 称 之 为 大 范围 收敛 。 若 为 了 
保证 收敛 性 , 必须 选取 初 值 充分 接近 于 所 要 
求 的 根 , 则 称 之 为 局 部 收敛 。 通 常 ,局 部 收敛 
方法 比 大 范围 收敛 方法 收敛 得 快 。 因 此 ,一 7 
个 合理 的 算法 是 先 用 一 种 大 范围 收敛 方法 求 得 接近 于 根 的 近似 值 (如 对 分 法 ) ,再 将 它 作为 初 
值 使 用 局 部 收敛 方法 (如 迭代 法 )。 这 里 讨论 迭代 法 的 收敛 性 时 , 指 的 均 是 局 部 收敛 性 。 
设 pCz) 在 包含 根 的 区 间 内 具有 连续 的 一 阶 导 数 , 因 a 为 根 式 (2. 21) 恒 成 立 
a= 9(a) (2. 21) 
记 各 次 近似 值 的 误差 为 |z; 一 a| (i 二 0,1,2,…), 则 有 以 下 关系 式 
|zi—al=|9(z0)—9(0)|=|9 “(§)|* |zo—al 
|zz—a| =|9(z1)—9(a) | 一 |? ‘(&) | 。|zi—al 
|z3—a|=|9(z2)—9C0)|=|9  (&)| * |z2—al (2. 22) 


VC)=X 


Hx)=p00) 


AMO Xo 
X3 B23 


| ze 一 %| 一 |2(Cz) 一 PCa) | = 19 “61) | . |z,—a| 


将 以 上 各 式 的 两 边 分 别 相 乘 后 便 得 到 
| zi 一 cx| 一 |p (各 )| 。 1p“( 名 )| lg (5 。 |zo 一 a| 《2 23) 
从 上 式 可 见 , 若 有 


|9 “(2)|<aq<1,zE La,d] (2. 24) 

成 立 , 则 必 有 下 列 不 等 式 成 立 
| zs 一 x| 生 or+l|zo 一 al (2. 25) 
当 n>oo 时 ,gr1->0。 所 以 
lim|znn 一 x| 一 0， 即 Timzn+a 一 和 
从 而 证 得 迭代 过 程 收敛 。 由 此 可 得 到 以 下 定理 。 
定理 2.2 设 8(z) 在 包含 根 x 的 区 间 [a,65] 上 可 微 , 且 满 足 条件 

|9 ‘(zx)|<q<1, xzE [a,d] (2. 26) 
则 对 任何 zo Efa ,6 ,迭代 过 程 (2. 3) 一 定 收 伍 。 

条 件 (2. 26) 为 选 代 序 列 收敛 的 充分 条 件 ,g 值 为 新 , 旧 和 迭代 值 之 误差 比值 中 最 大 的 绝对 值 。g 
愈 小 , 则 新 近似 值 相对 于 旧 近似 值 就 更 加 接近 于 a, 所 以 gq 值 的 大 小 可 以 反映 出 一 次 迭代 中 新 近 
似 值 接近 于 根 “ 的 快慢 程度 ,一般 认 为 g<1/10 收 倒是 比较 快 的 ;g>172 则 认为 收敛 是 慢 的 。 在 
实际 应 用 时 , 当 p “(zx) 连 续 且 [a, 恕 较 小 , 则 9 “(z) 在 [4,5] 上 的 值 变 化 不 大 ,可 采用 下 式 


|9 ‘(zo)|<1 (2. 27) 
代替 式 (2. 26) 来 判断 迭代 过 程 的 收敛 性 。 
类 似 地 可 以 证 明 以 下 定理 。 
定理 2.3 若 [a,5] 上 的 连续 函数 p(z) 满 足 李 普 希 兹 条 件 
[9(x)— p(x2) [SL | zz; | (0O<L<1) (2. 28) 


则 迭代 过 程式 (2. 3) 一 定 收敛 。 
为 了 比较 迭代 法 收敛 的 快慢 程度 (通常 称 为 收 化 速度 )， 我 们 引入 如 下 衡量 指标 一 一 收敛 
阶 数 。 设 迭代 序列 收敛 ,如 果 存 在 正 数 + 和 < ,使 得 下 式 


lim ee 二 c( 常 数 ) (2. 29) 


mo | 一 人 
成 立 , 则 称 该 选 代 过 程 是 ~ 阶 收敛 的 或 称 收 敛 的 阶 为 ,常数 c 称 为 渐 近 误差 常数 。 式 (2. 29) 表 
明 , 新 近似 值 误 差 的 绝对 值 与 归 近 似 值 误差 绝对 值 的 ~ 次 方 成 正比 。 当 | 盖 一 xc|<1 时 , 则 + 傅 
大 ,1 一 ol" 的 值 就 愈 小 ,与 之 成 比例 变化 的 |z,ri 一 | 也 愈 小 ,所 以 收敛 就 愈 快 。 对 于 > 一 1 ,其 
收敛 性 就 取决 于 常数 c, 当 c<1 时 ,其 误差 依 c 比例 地 下 降 , 称 为 线性 收敛 的 ;>>1 为 超 线性 收敛 
的 。 其 中 一 2 称 为 平方 收敛 ,在 这 种 情况 下 , 若 |z, 一 zj 和 0.5X10-, 则 就 有 | 二 一 cj2<0.25X 
10 “<0.5X10*, 而 |zri 一 a| 与 |x% 一 al? 成 正比 , 显 见 x41 应 有 2k 位 有 效 数字 , 它 较 z, 的 有 
效 数 位 约 增加 了 一 倍 。 至 于 更 高 阶 (r>>2) 的 先 代 过 程 ,新 近似 值 有 效 数位 的 增加 数 就 更 加 显著 了 。 
常数 与 fz) 在 z=a 附 近 的 性 态 有 关 , 它 对 收敛 速度 起 一 定 的 影响 。 将 式 (2, 29) 改 写 为 


| zi 一 al G4 | cr (zn—a) | 5, 
后 可 以 看 出 ,如 果 c 的 数值 较 大 或 阶 r 较 小 使 c+ 较 大 时 ,其 收 伊 速度 就 要 慢 一 些 ; 相 反 ， 如 果 < 
的 数值 较 小 且 较 大 使 c* 较 小 时 ,其 收敛 速度 就 要 高 一 些 。 此 外 ,< 值 的 大 小 还 影响 到 收敛 范 
围 。 事 实 上 ,反复 应 用 式 (2. 29) 可 导 得 以 下 关系 式 
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|z 一 zx|sclzo 一 xj 
[zs—alac| zi—al'=et! |zo—al” 
|z3—alsc|z2 —al’=e tt | zo —al” 
|z 一 | ecz tr ttrtl [zo—alr 

一 < 守 | 和 一 cl” 一 c( 吉 -证 ) |zo 一 a|” 

一 C 一 页 (c 证 | zi 一 ce| 7 ) 
此 处 假定 了 zo 已 充分 地 接 于 a。 如 果 选 取 初 值 使 

ci | zo —a|<=1 

即 


二 
|zo a 


成 立 , 则 当 n->co, 就 有 zx,->a。 由 此 看 出 ,在 7 宇 2 时 ,虽然 < 值 不 受 小 于 1 的 限制 ,但 当 c 值 越 
大 时 ,就 要 求 zxo 越 接 近 于 a。 

不 同 的 迭代 法 具有 不 同 的 收敛 阶 数 ,下 面 的 定理 提供 了 一 个 测定 收敛 阶 的 方法 。 

定理 2.4 设 和 迭代 函数 pC(z) 在 a 邻近 有 7 阶 连续 导数 , 且 满 足 

0)=G (0)=%=G Da) 一 0 (2. 30) 

及 9 (天 0, 则 该 和 迭代 过 程 是 > 阶 收敛 的 。 

证 因 

Tnt1 = PlTn) 一 包 La 十 (zs 一 a)] 


2 a) a) pT (a) 


=9(a) 二 (x,—a) 十 (zn pe 一 一 十 … 十 (z 一 ao) 一 ! 
(r 一 1)! 


Wa 


7 


Ee 


(7) 


A (EE tan 


于 是 Tati—a 过- (é) 


《Zn 一 QD) r! 
当 nn 一 oo 有 时 ,x 一 a, 故 ea 从 而 有 
| zi 一 c| 于 ee 
lim 一 一 一 
Lai |za—al” 


上 式 表 明 , 和 迭代 过 程 是 ”~ 阶 收敛 的 。 
2.5 和 迭代 序列 的 误差 估计 


迭代 过 程 Tnt+l1 —9(z,) (n=0 ,1,2 9 …) 不 应 无 休止 地 进行 下 去 » 当 
| zs 一 xc|<e( 精 度 要 求 )》 (2. 31) 
满足 时 ,应 终止 选 代 计算 ,这 时 ”+ 就 是 满足 精度 要 求 的 根 。 因 为 未知,z, 一 a 亦 属 未 知 , 因 


一 常数 (天 0) 


数值 分 析 


此 式 (2. 31) 无 法 实际 应 用 。 为 此 ,我 们 要 寻找 一 些 公式 间接 地 来 判定 ,这 些 公式 均 属 | ze+H 一 a| 的 
上 界 公式 或 称 估计 公式 。 如 果 上 界 公 式 之 值 小 于 e, 则 必 有 式 (2. 31) 成 立 , 从 而 解决 了 迭代 过 程 
结束 的 判断 问题 。 下 面 推导 三 个 上 界 式 ,在 推导 公式 之 前 , 均 假定 18V (z)| 委 9<1,zE[e, 纪 条 件 
满足 ,其 中 第 三 个 公式 ,增加 条 件 | 了 (zx) |>zz>>0 且 都 按 精确 计算 获得 迭代 序列 的 数值 。 


上 界 公式 1 zel<T zh 一 加 | (2. 32) 
证 因 
t+H1l 一 人 一 2(Czo) 一 (oa) 
一 一 [PC(zo+l) 一 P(Zo)] 十 LPGCzort) 一 PCa)] 
= —g (&) (zeri 一 on) + (&) (zl 一 0o) 
所 以 有 [1i—¢y (&)]Czxan —0)=—9 (&) (zr 一 并 5 
2 (&) | 过 
dn 么 一 一 n+l1 tn 证 丘 
1 一 9 (&) | za x | 1 ZX | (证 毕 ) 
为 了 使 上 界 式 (2. 0 我 们 分 以 下 两 种 情况 来 简化 它 。 


(1) 当 0<g< 计 时 ,了 二 ,这 时 式 (2. 32) 可 以 进一步 化 为 


a | 


an el ST le Xn [|zrni mz | 


1— 
当 | zs 一 ze 入 (2. 33) 
时 ,就 能 保证 | zs: 一 xz| 委 e 成 立 。 


(2) 当 9> 去 时 ,> 1 这 时 只 能 要 求 


ol le (2. 34) 
来 保证 |z+ 一 xc| 委 se 的 要 求 。 为 了 简化 式 (2. 34) ,我 们 将 它 改写 为 等 价 的 形式 
1 一 9 
| ze 一 -xn | 委 一 一 e (2. 35) 
ga 
$e e , 则 式 (2. 35) 可 化 为 与 式 (2. 33) 相 同 的 形式 
[zi a Eee (2 36) 
式 中 e<e。 最 后 式 (2. 33) 与 式 (2. 36) 可 统一 表示 为 
6， gq< 光 
[zi —z [SL= (2. 37) 
s， 号 
这 里 的 精度 控制 数 i 指 的 是 绝对 误差 限 , 亦 可 按 相 对 误差 限 来 控制 
| <<| 2 二 *| <<s( 相 对 误差 限 ) (2. 38) 


有 的 问题 中 还 采用 两 种 误差 限 并 存 控制 如 下 : 
当 |ze+Hi|<c 且 |zer 一 zo| 委 ! 时 ,终止 迁 代 ;否则 继续 迭代 。 
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当 |zon | 之 c 且 | 一 台 |<3 时 ,终止 适 代 ;否则 继续 迭代 。 这里。 为 绝对 误差 限 与 相 
对 误差 限 分 界 的 控制 数 。 
式 (2.37) 仅 当 g<1 时 才 成 立 , 当 g>1 的 情况 出 现时 ,有 可 能 出 现 假 收 全 的 现象 ,这 时 虽 


然 相 邻 两 次 近似 值 之 差 已 满足 (2. 37) 式 ,但 |z+i 一 x| 委 ! 并 不 满足 ,如 图 2. 8 所 示 。 


图 2.8 


1 
证 0 


上 界 公式 2 ol | (2. 39) 


|z,—al 声 SS I 一 | = 一生 | PTn-1) — pTn 2) | 


C&C xe) | 


g 
pe [za Xa-2 | 


-| Xn—2™ Tn—3 | 


1 


a 
1 一 9 


当 
|e (2. 40) 
1 一 9 
满足 时 , 则 |z 一 x| 和 es 必 成 立 。 
式 (2. 40) 亦 可 用 来 预 估 迭代 次 数 ， 
nln g<ln 0 
|z1 Xo | 


因为 lng<0, 所 以 有 
lnLe(l1—q)/|zi—zo|] 
nn 这 一 一 一 一 一 一 一 


(2. 41) 
Ing 
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选取 满足 上 式 的 最 小 正 整 数 便 可 作为 送 代 终 止 的 计数 控制 参数 。 
上 界 公式 3 oel< le, me f(z)| ,ze[a,d] (2. 42) 


fz)— f(D)= fx) 
f Dzx—o)= f(r) 


z= | < fw)1,ze[a,0] (证 毕 ) 
|f lz) |<me (2. 43) 
满足 时 ,就 有 |z, 一 xc| 委 s 成 立 。 
有 时 亦 有 采用 下 面 的 判 据 
[Rn Ye (2.44) 


作为 迭代 终止 的 条 件 ,这 种 判 据 是 否 合理 ? 今 分 以 下 三 种 情况 来 分 析 它 。 
@ 当 | 了 (z) x] 时 , 式 (2. 44) 与 式 (2. 43) 的 效果 相同 , 当 式 (2. 44) 满 足 时 ,就 有 |z,—al 
<e 成 立 。 
@ 当 | 了 (z)|<&1 时 ,由 |f(z,)|<<e 可 推 得 下 式 
[zal < ee (2. 45) 


成 立 。 由 于 e<ei ,所 以 由 式 (2. 45) 知 , 选 代 终止 时 的 z, 值 的 误差 不 一 定 能 保证 小 于 e。 
@ 当 | PCz)| 六 1 时 ,由 |.FCz)| 入 se 可 推 得 下 式 


| 9 | 一 方 一 人 (2. 46) 


成 立 。 由 于 &<e, 所 以 由 式 (2.46) 知 ,迭代 终止 时 的 z, 值 的 误差 比 实际 要 求 的 误差 还 要 
小 ,因而 产生 了 不 必要 的 过 多 次 的 迭代 计算 。 综 上 可 见 , 采 用 式 (2. 44) 作 为 迭代 终止 的 判 据 一 
般 不 是 一 种 好 方法 。 
例 2.4 对 下 列 方程 
Z 一 Sinz 一 0. 25=0 (2. 47) 
使 用 迭代 法 , 取 三 位 小 数 计算 其 根 的 近似 值 ， 并 估计 其 误差 
解 将 式 (2.47) 分 解 为 
Z 一 Sinz 十 0. 25 (2. 48) 
由 作 图 法 可 粗略 知 aE [0.9,1.5]( 图 2. 9) 。 
当 zE[0.9,1.5] 时 ,有 
| (x) |=cosz<cos0. 9=0. 62<1 图 2.9 
所 以 和 迭代 过 程 


=x 


y=sinx+025 


Tat+1 = Sinz, 十 0. 25 (2. 49) 
必 收 敛 。 今 取 zo 一 1.2, 按 式 (2. 49) 计 算得 xz 
Xl 二 sinl. 2 十 0. 250 一 0. 932 十 0. 250 一 1. 182 
zz=sinl. 182 十 0. 250 一 0. 925 十 0. 250 一 1. 175 
2Z3 一 Sinl1. 175 十 0. 250 一 0. 923 十 0. 250 一 1. 173 


第 二 章 ， 方程 (组 ) 的 选 代 解 法 as 


24 一 Sinl. 173 十 0. 250 一 0. 922 十 0. 250 一 1. 172 
则 有 |z: 一 zs| 王 0.001。 按 公式 (2. 32) 估 计 得 


0. 62 
| 


计算 zx 的 舍 人 误差 限 为 2X (0.5X10-:) 一 0.001, 最 后 得 近似 值 x 的 总 误差 为 0.001 6 十 
0.001 二 0. 002 6 一 0. 5X10 悦 ,所 以 应 取 a=1. 17。 

注 : 如 果 把 zx 一 gCz) 视 为 数学 模型 , 则 一 (oa) 就 是 数学 模型 的 精确 解 。 而 迭代 公式 过 = 
Zn) 应 视 为 计算 模型 , 它 的 精确 解 与 数学 模型 精确 解 间 的 方法 误差 可 应 用 前 述 的 上 界 公 式 来 估 
计 。 由 式 (2. 39) 可 见 , 当 和 迭代 过 程 收敛 时 (<<1), 随 着 z 的 增加 , | z, 一 “| 的 数值 越 来 越 小 ,最 
后 六 可 无 限 地 趋 近 a, 所 以 兴 代 法 亦 称 为 逐次 逼近 法 。 虽然 迄 代 序列 可 逐次 逼近 解 ,由 于 受 
字 长 的 限制 , 舍 人 误差 必然 存在 ,因此 计算 结果 不 可 能 达到 任意 的 精度 ,在 数字 计算 机 上 ,最 多 
只 能 达到 机 器 精度 。 显 见 , 只 有 当 和 迭代 法 的 数值 解 的 伟人 误差 不 大 于 迭代 法 的 方法 误差 时 , 采 
用 上 述 上 界 公 式 实现 迭代 终止 控制 才 是 可 用 的 ; 且 对 于 控制 量 小 于 或 等 于 机 器 精度 时 都 可 能 
造成 迭代 死 循 环 的 情况 ,这 时 |z, 一 a| <<e 的 控制 作用 就 会 失效 。 

需要 指出 ,每 个 迭代 值 的 舍 人 误差 甚至 计算 有 误 的 误差 在 收敛 的 迭代 过 程 (g<<1) 中 不 会 
不 断 地 累积 到 最 终 和 迭代 值 上 ,这 是 因为 包含 这 类 误差 ( 设 为 E,) 的 迭代 值 z, 可 视 为 一 个 新 的 
初 值 zs 十 扣 ,, 经 迭代 一 次 得 

[zi—al<q| (z+ E)—alSqlz,—alt+g| €, | 
可 见 误差 E ,在 以 后 的 迭代 中 会 逐次 地 减 小 以 致 消失 ,从 而 导致 最 后 一 次 迭代 计算 的 舍 人 入 误差 
在 伟人 误差 累积 值 中 占 主 部 地 位 的 情况 出 现 。 因 此 ,最 终 和 迭代 值 的 总 误差 应 由 迭代 公式 的 误 
差 上 界 。 和 最 后 一 次 迭代 计算 的 舍 入 误差 之 和 组 成 ,但 €， 的 存在 必然 导致 迭代 次 数 的 增加 ， 


$ 3 ”和 迭代 公式 的 改进 


为 了 使 先 代 过 程 收敛 或 在 收敛 较 慢 的 情况 下 提高 收敛 速度 ,可 设法 提高 初 值 的 精度 以 减少 
先 代 的 次 数 。 一 般 可 使 用 简单 的 方法 将 初 值 提高 到 一 定 的 精度 ;或 者 采用 到 近 公式 来 计算 初 值 ， 
具体 方法 可 参看 插值 法 和 函数 逼近 两 章 内 容 。 另 一 类 方法 就 是 选取 适当 的 w 值 以 获得 较 佳 的 
修改 量 wR, ,从 而 达到 快速 收敛 的 目的 。 目 前 尚 缺 乏 确定 出 这 种 w 值 的 直接 方法 ,但 却 可 以 通 
过 构建 具有 较 小 g 值 的 迭代 函数 的 方法 来 确定 出 它 的 数值 ,下 面 介绍 一 些 具 体 办 法 。 


3.1 改变 方程 式 法 之 一 


本 法 是 由 分 解 式 z 一 pCz) 出 发 使 用 与 p(xz) 有 关 的 信息 来 构建 具有 更 快 收敛 性 的 迭代 函 
数 的 一 类 方法 。 
3. 1.1 引入 可 选 参数 法 
我 们 从 zx 二 gCz) 出 发 ,两 边 同时 减 去 bx, 得 到 一 个 与 FCz) 一 0 等 价 的 方程 
Z 一 0z 一 PCz) 一 0z 


义 0. 001 王 0. 001 6 


当 bz0 和 01 时 ,上 式 化 为 
x=-oL9(z) —0r]=z) (2. 50) 


数值 分 析 


式 中 9 为 可 选 的 参数 , 它 的 取 值 应 使 |y (zx) | 尽 可 能 地 小 为 最 佳 。 因 


多 (fe = 这 5[y (z) 一 多 (2. 51) 
显 见 取 % 一 9 (xz) ,ze 比较 合适 。 据 选 定 的 9 值 便 可 建立 如 下 的 迭代 公式 
zs 一 这 [9(z) 一 bx] 《ma 一 0，1，2，…) (2. 52) 


在 本 法 中 , 取 
Ax» a pT ) 一 .rz = 二 [Le(z， ) —0z, | Xn 一 过 [cz 一 Zr] 


“< 
< 1 一 6 
例 2.5 按 式 (2.52) 解 zx 一 es。 
解 : 因 caE[0.5,0.6], 所 以 有 a 
一 0. 61=—e-"<y (rz)=—e "es -0.55. | : 
今 粗 取 9== 一 0. 6, 按 (2. 52) 式 建立 迭代 公式 得 


Tnt1 -co ste™ 一 (一 0. 6)z] 一 二 [e 十 0. 6z ] 


仍 取 zo 二 0.5, 逐 次 计算 得 
Xz1=0. 566 58, 心 一 0. 567 13, za 一 0.567 14 

3. 1.2 埃 特 肯 法 

(1) 方法 描述 

为 了 获得 较 好 的 0 值 ,Aitken(1931 年 ) 和 Steffensen(1933 年 ) 分 别 设计 出 求 取 9 值 的 相 
同方 法 , 现 叙 述 如 下 。 

首先 将 方程 F(z) 一 0 分 解 为 x 二 p(x) ,然后 由 zo 出 发 ,迭代 二 次 得 到 三 个 相 邻 的 迭代 值 : 
To» XI 一 (2zo) 9 之 1 一 PCyi 六 取 以 下 平均 变化 率 作为 久 


9 9) — Pz0) _ nm — ee 
a Yi1—Zzo Y1—xo 
以 zo 和 0 一 和 代入 式 (2. 52) 得 
本 1 Xoz1— YI 
i [wzo) 一 ee z= ee (2. 54) 
JI 一 -0 


在 求 得 Zi 的 基础 上 ,继续 求 取 三 个 相 邻 迭代 值 : zz ;V2 = P(X1) ,22 = p(y2) ,建立 
0 全 Ya) PT) 和 y2 


2 一 之 1 2 一 1 
同 法 以 zi 和 0 一 入 代入 式 (2. 52) 得 
_ Tz (2. 55) 


2 zl 一 2yz 十 zz 
仿 此 推导 , 直到 |z,+: 一 zz, | 之 差 满足 精度 要 求 为 止 。 其 一 般 公 式 可 归纳 为 
Zt kp) no0,1,2,0e) (2. 56) 


x+I 一 
Tn — 2Ynt1 二 Zntl 


其 中 
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Yrt1 一 PCZn) 

2afH1 一 9Co+17 
Z9L2(CZ)] 一 LP(Z) 了 上 
人 (2. 57) 
这 个 方法 叫做 埃 特 肯 加 速 收 敛 法 。 
Willers(1948 年 ) 给 出 了 它 的 几何 解释 ( 见 
图 2.10)。 按 照 本 法 的 计算 过 程 ,由 zo 出 
发 ,通过 一 次 迭代 得 y 二 g(xo) ,这样 便 在 
曲线 w(z) 上 得 到 点 A(zo,y)。 再 和 迭代 一 
次 得 zi 二 9(y1), 又 可 在 曲线 p(x) 上 得 到 
点 BCyi,x1)。 联 结 A、B 两 点 得 到 直线 
AB, 设 此 直线 与 y 一 z 直线 的 交点 为 


C(x pry , 则 C 点 满足 下 式 
2 Wh 2 hh (2. 58) 
X17Xo JJ 一 To 
解 出 Zi 得 
—_ To%l —y? 
eh (2. 59) 


它 与 式 (2. 54) 完 全 一 致 。 可 见 埃 特 肯 法 就 是 通过 建立 直线 4B 代 替 曲 线 P(z) 求 取 与 > 一 z 交 
点 的 迭代 方法 。 
在 本 法 中 , 取 


Axn -I [gx,) 一 Zr] 


z 一 1 一 5 


Zntl™ Vnt+l 
ss 
Vntl1™ Tn 


例 2.6 用 埃 特 肯 法 解 z=e™*。 
解 ” 取 zo 二 0.5, 按 式 (2.56) 计 算得 


To 二 0,5 
be 606 53 


Zi—=e 60653 一 0.545 24 


0.5X0.545 24—0.606 53? 
710, .5 一 2X0. 606 53++0, 545 列 一 0. 567 62 


Ys ee-% 567 62 一 0. 566 87 
2 一 e .569 一 0.567 30 


一 _0.567 62X0. 567 30 一 0. 566 872 0. 567 14 
2 0.567 62 一 2X0. 566 87 十 0.567 30 


ys =e 570., 567 14 
zs—=e-0"5714—0, 567 14 


(ynt1—= PTn) zol 一 PCynH1)) 
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埃 特 肯 法 具有 较 高 的 收敛 速度 ,其 收敛 的 阶 为 > 一 2。 在 有 些 情况 下 ,使 用 简单 迭代 法 发 
散 而 使 用 埃 特 肯 法 仍 能 获得 收敛 的 效果 。 在 使 用 式 (2. 56) 计 算 时 ,要 注意 分 母 中 相近 数 相 减 
的 问题 。 

例 2.7 求 方程 

25 一 Z 一 0. 2 一 0 

在 zo 王 1 附近 的 根 。 

解 若 按 以 下 迭代 公式 

Za+H 一 码 一 0.2 一 P(Zo) 

因 |8z (zo)| 一 |5z+| -11, 和 迭代 过 程 发 散 。 今 采用 埃 特 肯 法 解 算得 收 倒 的 计算 结果 如 表 2. 2 
所 示 。 


表 2.2 
| 
1.08469 | 1.06137 | 1.04812 | 1.04491 | 1.04476 | 1.04476 
me | as | aosl | To Too | 104565 | Lom75 | 
0.12768 | 3.53454 | 1.78439 | 1.16944 | 1.05006 | 1.04469 | | 


(2) 埃 特 肯 法 的 收 敏 阶 数 
为 了 推 证 埃 特 肯 法 的 收敛 阶 数 ,不 失 一 般 性 ,可 令 a 二 0。 如 果 a 隆 0, 可 引 人 和 人 变换 :二 x 一 a， 
代入 z 一 PCz) 后 得 


ti 一 Pt 十 a) 一 cx 一 2 (1) (2. 60) 

则 式 (2. 60) 中 的 根 归 化 为 :==0 的 情况 。 以 下 设 z==g(z) 的 根 为 a=0, 将 w(z) 在 z=0 点 展开 
得 Pz)=P0) + z+ ¢€ (0,z) 

FT) = (0)z+ rertolz) (2. 61) 


其 中 c 二 g(0) ,olz) 为 z 的 高 阶 无穷 小 。 运 用 上 式 继续 推导 得 
gL9(z)1=cLezto(z)j+oLcz+to(z)] 
一 czz 十 c。o(Cz) 十 o(z) 


一 c2Z 十 o(Cz) 十 oz) 
一 cz 十 o(z) (2. 62) 
[Eo(z) 了 一 [cz 十 oCz)] 一 czz2 十 2czo(z) 十 [o(Cz) 了 
一 czz2 十 o(z2) (2. 63) 


于 是 有 
ZOLP(z)] 一 [LPGz) 了 一 z[czz 十 o(z)] 一 [czz2 十 o(z2) 
一 czz2 十 Zzo(Z) 一 c2z2 一 0(z2) 一 0(z2) (2. 64) 
z 一 28(z) 十 多 P(zZ) 一 z 一 2[cz 十 oCz)] 十 [czz 十 oCz7) 
一 Z 一 2cz 一 2o(0zZ) 十 cz 十 o(Cz) 
一 (c 一 ])2z 十 o(Cz) (2. 65) 
将 式 (2. 64) 与 式 (2. 65) 代 入 式 (2. 57) 中 得 


yz) = BE =0() 二 kx? (k 为 常数 ) 


[v=o (2. 66) 
yz)=2k 
因此 推 知 
$0)=0, Y (0)=0, #0)#0 
证 得 埃 特 肯 法 收敛 的 阶 为 r=2。 
3.1.3 组 合法 
当 取 定 R, 一 g(x,) 一 zj 时 , 式 (2.9) 化 为 
Znt1—=Zr Tw pr) — z= (1—w)z, wop(z,) 
=(1—w)z, 十 Wynti (2. 67) 
其 中 Ynt1 = PTn)o 它 实 际 上 就 是 相 邻 
两 个 迭代 值 mh 按 (1 一 四) 与 双 之 比 的 组 
合 公式 。 如 取 w= 二 1/2, 就 得 到 以 下 迭代 公式 
I = m 十 | 


Ynt1 = PTn) 
它 取 相 邻 两 个 迭代 值 的 算术 平均 值 作为 新 的 
近似 值 ( 图 2. 11) 。 当 选 代 序 列 中 的 各 次 近 
似 值 在 很 的 两 侧 往复 地 趋 近 e 时 ,使 用 式 
(2. 68) 除 能 加 快 收 剑 外 ,还 可 有 效 地 防止 死 a 
循环 的 出 现 。 在 本 法 中 , 取 


= tr) Tn = 去 [pCz,) 一 z,] 


(2. 68) 


0 Xn 


例 2.8 用 式 (2. 68) 解 算 z 一 er*。 
解 ” 取 初 值 zo 二 0. 5, 按 式 (2. 68) 计 算得 表 2. 3。 


表 2.3 
0.5 


| 本 
| 0. 553 27 0. 564 17 0. 566 50 0. 567 00 0. 567 11 0.567 14 
0. 606 53 0.575 07 0. 568 83 0.567 51 0. 567 22 0.567 16 0. 567 14 


本 法 可 视 为 两 个 迭代 值 的 组 合法 ,而 埃 特 肯 法 则 可 视 为 三 个 迭代 值 的 组 合法 ， 组 合 公式 就 
是 一 种 化 粗 为 精 的 公式 , 常 可 达到 优 劣 数据 互补 取长补短 的 效果 ， 


3.2 改变 方程 式 法 之 二 


残 差 R, 亦 可 由 方程 f(x) 二 0 出 发 来 获得 , 令 R', 二 0 一 f(z,), 则 有 关系 式 
R,=XR’,=AM[0— f(x)]=—Af (Cr,) 
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相应 的 迭代 公式 为 
Znt1 二 Xn 一 f(zn) (为 常数 ) (2. 69) 
与 式 (2. 6) 对 应 的 迭代 公式 为 
Zntl =Ta— WA f zn) =r Af Tn) = x) (2. 70) 
式 中 ,4 二 wA 为 常数 , 式 (2. 70) 可 视 为 方程 f(x) 二 0 作 xz 二 Vz) 分 解 后 所 构成 的 简单 迭代 法 。 
从 式 (2.70) 可 见 ,4 的 选取 与 f(z) 的 信息 有 关 , 在 本 法 中 , 取 
Z 一 工 一作 z) 一 从) 


(2.71) 
Az 一 一 人 jzn) 
今 选择 A 值 ,使 |W (Cz) | 二 1, 以 达到 收敛 的 目的 。 因 
[I¥ Cz)|=|1—Af (2)| (2. 72) 


由 上 式 可 见 ,4 值 的 选取 与 f(z) 的 大 小 有 关 , 为 此 , 先 对 PCz)? 在 [ay 的 内 的 值 作出 以 下 的 估 
计 
0<m<f (rz)<M 

这 里 假设 了 (zx) 之 0, 若 (zx) 过 0 时 ,可 对 原 方程 乘 以 负 号 就 可 化 成 上 述 情况 。 
为 使 |g ‘(xz) | 过 1, 就 必须 要 求 |1 一 4m| 过 1 与 11 一 MI 天 LI 同时 满足 。 为 使 |1 一 im 到 1 
满足 ,就 必须 要 求 1 一 4m 过 1 与 一 (1 一 Am) 过 1 同时 满足 ,由 此 获得 


0<4< 地 (2. 73) 
同 法 ,由 |1 一 4M| 过 1 获得 解 
0 一 < 总 《2.74) 
则 式 (2. 74) 为 公共 解 , 亦 即 所 选 A 值 应 满足 式 (2. 74) 。 由 式 (2.72) 可 见 , 若 取 
| 
A=Ftst xzE[a (2.75) 
可 获得 较 小 的 |y (zx) | 值 ,通常 可 取 为 
f (n= 
, 1 2 
信守 (2. 76) 
2 
显然 0<4* 一 总 ,相应 的 选 代 公式 为 
Lett — EC) (2.77) 


例 2.9 按 式 (2.77) 解 zx 一 e 一 。 
解 ” 在 本 例 中 ,xE[0.5,0. 6], 有 
f(z)=z—e 
f(r)=1+e 
m=f (0. 6)=1+e-*’=1. 55 
M=f (0.5)=1+e "=1. 61 
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代入 式 (2. 77) 得 
Za 一 To 一 0.63(z 一 em ) 一 0. 37z 十 0. 63e™™ 
取 z 一 0. 5, 按 式 (2. 78) 计 算得 
Zo=0.5,7z1=0. 567 11, xz? 一 0.567 14,z3 一 0.567 14 
如 果 我 们 把 式 (2. 71) 中 的 迭代 函数 改写 为 
Z 一 并 一 AZz) 一 Z 一 人 (Z 一 PCZ)) 一 (1 一 1) 并 十 MP(Z) 
并 与 式 (2. 50) 


z= xz 二 P(X) 
比较 ,就 知 4 与 9 间 有 以 下 关系 


4=-g 
1 
0 二 1 一 并 
可 见 式 (2. 50) 与 式 (2.71) 间 可 以 相互 转换 。 
3.3 牛顿 迭代 法 
3.3.1 方法 的 描述 
为 使 迭代 公式 


Za 一 Zr 一 人 Cn) (n=0,1,2,.") 
在 每 一 次 迭代 中 均 有 较 高 的 收敛 速度 ,4 不 再 取 固 定 值 而 改 为 变 值 如 下 
1 
0 (Zn) 
于 是 得 到 以 下 迭代 公式 
Tnt+l = 一 (2 一 0,1，2，…) 


(2. 78) 


(2.79) 


(2. 80) 


(2. 81) 


(2. 82) 


(2. 83) 


这 就 是 牛顿 迭代 法 。 它 具有 明显 的 几何 意义 (图 2. 12) ,我 们 建立 (zx,,f(z,)) 点 的 y= 二 f(x) 的 


切线 方程 


y=f(z) tf (zn) x— zx) 


(2. 84) 


148 ， 数值 分 析 
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设 其 与 x 轴 的 交点 为 (x,t1,0), 代 和信 式 (2. 84) 得 
0= f(x) f x) Crapi— x,) 


解 得 
| =0. (2. 85) 


它 与 牛顿 迭代 法 完全 一 致 ,因此 牛顿 迭代 法 也 称 为 切线 法 。 在 本 法 中 , 取 


例 2.10 按 牛 顿 迭代 法 解 z=e-”。 
解 因 
f(z)=ze’—1 
f (rx)=e(1+z) 
按 式 (2. 83) 得 如 下 迭代 公式 
rem 一 Jr 一 Ge r 
Cl 
取 zo 二 0. 5, 逐 次 计算 得 
2Z0 一 0. 5,zi 一 0.571 02,z2=0.567 16,zs 一 0.567 14,z, 一 0.567 14 

在 切线 法 中 , 若 出 现 f(x,)==0 时 , 即 切线 与 x 轴 无 交点 的 情况 下 ,方法 就 失效 了 。 在 这 
种 情况 下 ,可 处 理 如 下 。 

设 在 切线 法 中 , 出现 PCz) 一 0 且 有 
f(zn)， 了 (zn)<<0 成 立 ,显然 方程 有 根 与 & 
存在 (图 2. 13)。 今 将 方程 f(z) =0 中 的 
f(z) 按 台 劳 公 式 展开 并 截取 其 前 三 项 后 得 


fz) 二 六 Ww Np in 0 2 


_, /2f(x,) 
{ fF xn) 


解 得 (2. 87) 
_2f(z) 
了 一 tw f (zr) 
上 述 二 根 实际 上 就 是 抛物 线 
y=f C2) + ) (rz) (2. 88) 


与 工 轴 交 点 的 横 坐标 。 以 下 可 取 7 或 7 为 初 值 ,使 用 切线 法 分 别 求 取 其 邻近 的 根 和 &。 

3. 3.2 “牛顿 迭代 法 的 收敛 性 

牛顿 送 代 法 具有 较 高 的 收敛 速度 , 它 的 收敛 阶 数 为 = 2; 在 重 根 情况 下 ,+ 二 1( 见 
3. 6. 1 节 )。 其 迭代 函数 为 
CE 
f(z) 


VAX)=z— (2. 89) 
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> [fF CPF—f rf rx) fr) fz) 
Ti “ee [Ff CDF ~ [FF 
当 了 (zx) 考 0 及 具有 连续 的 六 (zx) 时 ,只 要 xo 充分 地 接近 a, 就 可 以 使 f(xo) 足 够 小 而 使 | C2) | 一 
1, 保 证 了 牛顿 迭代 法 的 收敛 性 。 牛 顿 碗 代 法 的 局 部 收敛 性 较 强 ,只 有 初 值 充 分 地 接近 a, 才 能 
确保 迭代 序列 的 收敛 性 。 为 了 放宽 对 局 部 收敛 性 的 限制 ,必须 再 增加 条 件 建 立 以 下 收敛 的 充 
分 条 件 。 

定理 2.5 若 f(z) 在 [a,6b]j 上 二 阶 导数 存在 , 且 满 足 

@ Fa) f(0) 0; 

©® f (zr)A0; 

@ ff“(z) 不 变 号 ; 

@ 初 值 z 满足 f(zo)f “(zo)0, 则 牛顿 迭代 法 收 化 。 (2. 91) 

证 明 从 略 , 只 作 它 的 几何 意义 说 明 如 下 :条件 @ 保 证 了 根 的 存在 性 。 条 件 @ 表 明 函 数 单调 
变化 ,[a,5j 内 根 唯一 。@ 中 f(z) 不 变 号 表示 .FCz) 的 图 形 在 [a, 刀 上 的 止 向 不 变 。 条 件 @ 和 
@ 一 起 保证 了 每 一 次 迭代 值 都 界 于 [a,6] 内 ( 见 图 2. 14) 。 


(2. 90) 


IO<0 


JoDO<0 


2. 14 
在 不 满足 上 述 收 敛 充 分 条 件 时 ,有 可 能 导致 迭代 值 远离 所 求 根 的 情况 或 死 循 环 的 情况 (图 
2. 15) 。 
例 2.11 研制 求 取 Vyc(0<<c<<1) 的 快 精算 法 。 


在 本 例 中 ,全 部 数值 均 采用 绝对 值 小 于 1 的 定点 数 。 为 求 取 Vc, 令 x 二 Vc, 则 有 
f(z)=zx’—c=0 (2. 92) 


人 | 有 
O Xo Xl ~ | 
图 2. 15 
今 采 用 牛顿 迭代 法 解 上 述 方程 ,得 迭代 公式 
1 到 
Wit — 一 3 (= + ) (2. 93) 


由 式 (2. 90) 知 , 若 |f“(z) | 愈 小 .| 了 (zx) | 愈 大 、zo 愈 接近 于 a, 则 |y Cz) | 就 愈 小 ,收敛 就 愈 快 。 

在 本 例 中 , 广 (z) 二 2z,f“(z) 二 2。 当 c 较 小 时 ,z 也 较 小 , 则 疡 (z) 也 较 小 ,这 时 收敛 较 慢 。 另 

外 ,由 于 字 长 有 限 , 舍 信 误差 在 计算 结果 中 占有 较 大 的 比重 而 影响 结果 的 精度 。 以 上 两 个 次 病 - 
可 用 扩大 < 值 的 办 法 来 解决 ,具体 方法 就 是 将 值 ( 非 规格 化 数 ) 左 移 成 规格 化 数 。 在 采用 二 

进 制 数 的 计算 机 上 , 左 移 一 次 就 是 将 c 扩 大 2 倍 , 设 c 左 移 N 次 后 成 为 规格 化 数 m, 则 有 以 下 

关系 式 


- 
Y 尝 ， NN 为 偶数 
X=Vc 二 / 友 /mi (2. 94) 
一 一 8 2 9 N 为 奇数 


这 样 处 理 后 , 求 取 /c 的 问题 转化 为 求 取 Ym 的 问题 。 对 于 Ym, 可 令 f(y) 二 一 m 二 0 后 继续 采 
用 牛顿 迭代 法 求解 


Vn 
在 求 得 满足 精度 要 求 的 Vm 值 后 ,根据 式 (2. 94) ,应 对 它 作 2 或 2 的 除法 运算 。 在 计算 机 


上 , 除 以 2 可 对 数值 右 移 一 次 来 实现 ,这 里 的 右 移 次 数 为 净 或 二 次。 因 N 为 规格 化 c 时 的 


左 移 次 数 ,可 用 一 个 计数 单元 从 其 最 末 位 逐次 累加 获得 。 对 N 或 N 一 1 除 以 2 的 运算 只 需 将 
和 的 数值 右 移 一 位 即 得 。 在 右 移 中 , 若 N 的 末 位 数字 为 1 时 就 自动 被 移 掉 , 不 必 在 右 移 前 作 
N 一 1 的 运算 。 

剩 下 要 解决 的 问题 是 初 值 y 的 确定 问题 。 由 式 (2. 91) 知 ,yo 应 满足 FCy)7"(y)>0 的 
要 求 , 即 


ya 一 下 (2 十 至 ) (2 一 0,1,2,…) (2. 95) 


2(y3—m)>0 
yo >Vm (2. 96) 
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为 了 用 最 简便 的 方法 获取 较 好 的 初 值 ,我 们 以 间距 将 区 间 [ 序 ,1] 等 分 为 n 个 子 区 间 
[7mo ,za ] , Lm ;7112 ,os Lm 1 ,7 ] (2. 97) 
式 中 ,mo 一 去 ,1m 一 1。 各 分 点 的 数值 为 


mi 二 方 十 访 (1=0,1,2,.…,n) (2. 98) 


分 点 所 对 应 的 函数 值 为 y; 二 Vmi(i 二 0,1,2,…,n) ,这 些 函 数值 可 依次 存储 起 来 备用 ,其 值 可 
按 下 标 i 来 取 定 。 

对 于 给 定 的 mm 值 , 设 它 位 于 某 个 子 区 间 Lr; 9 THMit+1 J] 内 , 按 式 (2. 96) 的 要 求 ;可取 定 该 子 区 
间 右 端点 的 函数 值 为 初 值 : 

%=Vmi (>Vm) (2. 99) 

初 值 y 的 精度 取决 于 有 的 大 小 ,因此 确定 h 大 小 是 个 关键 性 问题 。 它 要 根据 最 终 计算 结果 所 
要 求 的 精度 和 预定 的 选 代 次 数 来 确定 。 选 代 次 数 的 多 少 又 取决 于 对 求解 时 间 的 实际 需求 , 若 
选 代 次 数 要 求 少 , 则 达到 最 终结 果 的 精度 所 要 求 的 初 值 精度 就 高 ,相应 的 户 应 取得 小 。 在 计算 
机 上 ,为 使 选取 初 值 的 工作 更 加 简便 ,选用 如 下 形式 的 h 


hh 二 2 ”(k 为 之 1 的 正 整 数 ) (2. 100) 

是 最 为 合宜 的 ,这 时 m 位 于 [i,mit1] 区 间 的 判断 工作 就 可 归结 为 如 下 求 取 i 的 问题 ,其 计算 
公式 为 

三 [福全 ]=[2** (z 一 却 )]=[ 环 ] (2. 101) 


式 中 ,一 m 一 记 ,[ ”J 为 取 整 值 运算 符 .元 值 只 需 将 m 的 小 数 后 第 一 位 数字 1 置 为 0 即 得 。 
而 i 值 就 是 却 左 移 位 后 的 整 值 部 分 。 如 果 保持 元 不 动 , 则 可 截取 元 小 数 后 的 & 位 数字 来 构 
成 整 值 i。 根 据 i 值 便 可 取 定 初 值 Yo YMitlo 

由 式 (2. 100) 可 见 ,h 的 大 小 取决 于 的 大 小 ,而 大 的 大 小 可 根据 结果 的 精度 要 求 及 对 和 
代 次 数 的 多 少 通过 试 算 来 确定 。 
3. 3.3 切线 法 的 变形 使 用 
(1) 简化 切线 法 . 
为 避免 频繁 地 计算 导数 值 了 (zx,) ,可 将 它 取 为 固定 值 ,比如 取 为 (zo) ,这 时 得 以 下 选 代 


公式 
_ fx) 
Tnt+l 一 之 nm fF Cro) (2. 102) 
称 为 简化 切线 法 或 固定 斜率 的 切线 法 , 它 的 几 
何 意义 如 图 2. 16 所 示 。 
在 本 法 中 , 取 
_ f(x) 
A f (zo) 


> “ 数值 分 析 
ey 


请 (xz) 二 c (常数 ) (2. 103) 
则 和 迭代 公式 成 为 
二 Ti ED 一 | (2. 104) 
称 为 推广 的 简化 切线 法 。 这 时 c 值 应 满足 下 式 
| 必 (z) | 一 | 1 一 大 | <1 (2. 105) 
满足 式 (2. 105) 的 解 为 
0<£ D2 (2. 106) 


可 见 当 与 六 (z) 同 号 上 且 满 足 上 述 不 等 式 时 ,推广 的 简化 切线 法 是 收敛 的 。 

(2) 修正 的 切线 法 

此 法 进行 如 下 ,由 z 近似 值 出 发 , 按 简化 切线 法 迭代 m 次 后 得 zs, 以 zi 代替 zx, ,重复 
上 述 过 程 ,直到 满足 精度 要 求 为 止 。 

(3) 牛顿 下 山 法 

由 于 牛顿 迭代 法 的 收敛 性 太 依赖 于 初 值 zx ,如果 zo 偏离 a 较 远 时 , 则 可 能 发 散 。 为 了 扩 
大 收敛 范围 ,可 在 牛顿 迭代 公式 中 引进 参数 


Tn+t+1 二 Zn 一 入 和 (2. 107) 
适当 选择 4 的 值 ,使 满足 下 面 的 下 山 条 件 
[flzati) |< | fx,)| (2. 108) 


使 之 达到 | f(zo) |>>1f(z1) |>… 单调 下 降 的 目的 。 称 这 种 算法 为 牛顿 下 山 法 ,其 计算 过 程 如 
下 。 

首先 取 X 一 1, 在 z, 基础 上 用 牛顿 选 代 法 迭代 一 次 得 zsfi ,然后 检查 下 山 条 件 式 (2. 108) 
是 否 满足 ? 若 下 山 条 件 满足 , 则 继续 用 牛顿 迭代 法 计算 , 当 满足 精度 要 求 时 停止 迄 代 ,获得 最 
终结 果 。 若 下 山 条 件 不 满足 ,用 不 断 地 修改 值 的 办 法 使 下 山 条 件 得 到 满足 为 止 ,并 取 下 山 条 
件 满足 时 的 选 代 值 作为 x+ 。 以 下 计算 又 改 为 一 1 时 的 牛顿 迭代 法 , 仿 上 进行 ,直至 = ，; 满 
足 精 度 要 求 为 目 。 

在 上 述 计算 过 程 中 ,用 》 来 修改 原 切线 的 斜率 ,以 改变 | f(z,41) | 与 | F(z,)| 的 偏离 程度 ， 
最 后 达到 下 山 的 目的 。 这 里 入 称 为 下 山 因子 ,X 值 太 小 时 , 相 邻 两 次 迁 代 值 的 差别 不 大 ,其 调 
节 效果 不 明显 ,因此 可 设置 一 个 下 限 ea ,在 [si ,1] 范 围 内 进行 选 值 , 选 值 方式 一 般 可 依次 地 取 


1, 计 ,二 去 >a (2. 109) 
如 果 在 上 述 范 围 内 仍然 没有 使 下 山 条 件 满足 的 值 , 则 应 另 选 初 值 ,重新 进行 迭代 。 
为 了 简化 上 述 4 值 的 调试 过 程 , 可 将 公式 (2. 107) 做 以 下 变形 


ii+1 一 .To 一 度 - es 十 和 4z， 一 Ar， 


es) (2. 110) 


第 二 章 “ 方程 (组 ) 的 闪 代 解法 i 
人 
Tn) 
Tnt1 = (1—A) ,Ay C2.111) 


它 是 一 次 牛顿 迭代 法 中 , 旧 、 新 闪 代 值 z, ,ytH 按 (1 一 与 比值 的 组 合 公式 ,在 保持 二, 
不 变 的 基础 上 , 取 


X= 去 Ci (2. 112) 
计算 相应 的 z 欠 1 
zi 一 (1 一 zy (2. 113) 
直到 下 山 条 件 
[|f Cz) |< | fx,)| (2. 114) 
满足 为 止 。 在 本 法 中 , 取 
> f(x) 
Az 一 Ai f (zx) 


i 一 入 5 .GV 据 下 山 条 件 被 满足 来 择 定 ) 
例 2.12 用 牛顿 下 山 法 求 方程 的 根 
zz) 一 妈 一 Z 一 1 一 0 (2.115) 
解 方程 (2. 115) 在 [0,1.5] 内 有 根 ,如 取 zo 二 0. 6, 用 牛顿 选 代 法 计算 得 yi 二 17. 9, 显然 


选 代 不 收敛 , 且 下 山 条 件 不 满足 :| f(17.9) | 汪 | f(zo)|。 以 下 修改 和 值 ,使 下 山 条 件 满足 


取 元 一 序 ， zp 一 (1 一 去)zo 十 二 1 一 9. 25, | fC9. 25) |>| fCz0) | 


取 太 = 去 ， 工人 2 一 (1 一 去 )z 十 去 一 4， 925， |fC4. 925) | 六 | 7zo) | 
取 大 一 去 ， 7 和 9 一 (1 一 让)zo 十 志 1 一 2. 762 5, | fC2.762 5)|>| f(x)| 


取 多 = 去 ， zx 名 一 (1 一 寺 )za 十 去 和 一 1 681 25, | f(1. 681 25)|> | f(zo)| 


取 大 一 志 ， z 入 二 (1 一 译 )zo 十 间 =1. 140 625,|f(1. 140 625)|<| f(zo) | 
这 时 下 山 条 件 已 满足 , 取 zi 二 1. 140 625。 以 下 继续 按 牛顿 迭代 法 迭代 (X==1) 
到 fd.140 625) _ 
zs=1.140 625 CL 140 Ba、 366 814, | f(z2)|<| f(z)| 


_f(1.366 814) 
x3=1. 366 814 Pa 366 814)— 32 628, | fCzxs)|<| fxs)| 


yy _f(1.326 28) | 
Xs=1. 326 28 Frei 926 28) 28J 一 | 324 72, | fz)|<| zs)| 


f(1. 324 72) 


一 1.324 72— 
而 一 3 人 CT 


已 达到 五 位 小 数 一 致 的 结果 。 


一 1. 324 72 


3.4 了 弦 截 法 


3.4.1 单 点 弦 截 法 
为 避免 牛顿 迭代 法 中 导数 PCz,) 的 计算 ,可 用 以 下 平均 变化 率 


fx) — f(xo) (2. 116) 


f (x1) 一 
Zn To 
来 代替 了 (x,) ,于 是 得 到 如 下 迭代 公式 
fxn) Zof (x)—xnf (ro) EP 
n+ 一 一 flx, ) 一 fzo jm 0) 一 fx) — f(x) (2 一 1,2， ) (2. 117) 


称 为 单 点 芝 截 法 。 在 本 法 中 , 取 
(Zn ) 


___f 
ys 


Xo) 


1 
Fm) fn) 
单 点 弦 截 法 具有 明显 的 几何 意义 (图 2.17), 它 
是 用 联结 点 A(zo »Yo ) 与 点 Blzn, yn) 的 直线 AB 
代替 y= 二 了 f(z) 曲线 求 取 与 模 轴 交点 作为 近似 值 
Znt1 的 方法 ,以 后 再 过 (zo ,Yo) 与 (zw, Yat1i) 两 图 2.17 
点 作 直线 求 取 与 横 轴 的 交点 作为 z+ 等 等 。 其 
中 (Xo ;0) 是 一 个 固定 点 , 称 为 不 动 点 , 另 一 点 则 不 断 更 换 , 故 名 单 点 弦 截 法 。 

单 点 蓄 截 法 的 迭代 函数 为 


zf 
Jz)=zx Fn — Fae Zo0) (2. 118) 


因 (zo ,yo ) 为 不 动 点 , 则 可 视 和 迭代 序列 中 的 每 个 值 为 一 个 初始 近似 值 ,不 妨 假定 zx, 为 初 值 ,来 
讨论 |y Cz) | 的 大 小 , 按 式 (2. 118) 得 


7 a f (zn) J (zo) _ J (Zn) 
|y (Xz) | | ey 7 (Zn 2Zo) 一 7z) 一 大 Czo) 


当 Tn 充分 地 接近 a 时 ,有 nxay fxr) AS0, 上 式 可 近似 为 


IY Cz) 四 Re 


(2. 119) 


f(a 二 
吨 bt i (a—zo) 


一 ; (a) a 
S | Te 


和 ee Res to rad (2. 120) 


由 式 (2. 120) 可 见 , 只 要 z 充分 地 接近 a, 且 f(x) 关 0 及 变化 不 大 时 ,就 有 | (xz,) | 二 1 成 立 。 
可 以 证 明 ( 见 第 五 章 反 插值 法 ) , 单 点 弦 截 法 具有 收敛 的 阶 r==1, 即 具有 线性 收敛 速度 。 

与 牛顿 迭代 法 类 似 ,为 扩大 局 部 收敛 范围 ,有 以 下 收敛 的 充分 条 件 。 

定理 2.6 车 f(x) 在 [a,b 上 二 阶 导数 存在 , 且 满 足 


@ fla) f(6)<0; 
© f (x)0; 
@ 了 (z) 不 变 号 ， 
@ 不 动 点 zo 满足 f(xo) 耿 (zo) 之 0,zi 与 zo 点 的 函数 值 相 异 ， 则 单 点 芭 截 法 收敛 。 
例 2.13 用 单 点 弱 截 法 解 F(z) 王 ze 一 1 一 0。 
解 因 cE[L0.5,0.6] 及 
f(x)=ze'—1 
f (x)=e(1+z) 
f (x)=e (2+7) 
计算 fC0.5) f°(0.5)<0, fC0.6) fC0.6)>0 
所 以 取 [0， 6, fC0. 6) ] 为 不 动 点 ， 得 2Zo 一 0.6 另 一 端点 取 为 ZI 一 0.5。 按 式 (2. 117) 计 算得 ， 


0. 6X fC0. 5)—0. 5X f(0. 6) 
~ fC0.5)—f00.6) 0-:565 32 


0.6Xf(za)—0.565 32X 70. 6)_ 
7 二 0.6) 0. 567 09 


0. 6X f(z:3)—0.567 09xf(0., 6) 
fx) — fC0. 6) 一 14 


_0.6Xf(zs)—0.567 14Xf(0.6) _ 
本 fx) —f00. 6) Wena 


在 单 点 弦 截 法 中 ,不 动 点 若 不 满足 条 件 f(zo) 产 (zo) 汪 0, 则 可 能 会 出 现 各 次 迭代 值 在 a 
附近 左右 摆动 现象 ,如 图 2. 18 所 示 。 
3.4.2 双 点 弦 截 法 
若 把 单 点 弦 截 法 中 的 不 动 点 改 为 变动 点 (ziyy-1), 则 得 到 下 面 的 双 点 纺 截 法 的 迭代 公 
式 
(Xn) 


T n+1 Tr fxn)— FFCz Xn Tn—l ) 


— Tel 1 


flz )—ftz 2 (n=1,2,.…) (2. 121) 
其 几何 意义 如 图 2. 19 所 示 。 


数值 分 析 


在 本 法 中 , 取 
a fxn) be 
Axs PY flz, ) — f(z ) (Tn Tn—1 ) 
1 


f (xa) — f(x) 


与 单 点 弱 截 法 类 似 , 双 点 弦 截 法 有 以 下 收敛 的 充分 条 件 。 
定理 2.7 若 /zxz) 在 Le, 上 有 直至 二 阶 的 连续 导数 ,上 且 满足 
中 Fa) f(b)<0; 
© fF (zx)0。 

则 对 任意 zo ,zi1 ELa,5] 双 点 弦 截 法 均 收 敛 。 


可 以 证 明 , 双 点 蓄 截 法 在 收 化 时 ,其 收 化 的 阶 为 -= 去 (1-+V5) 和 1. 618( 见 第 五 章 反 插值 


法 )。 在 双 点 弦 截 法 使 用 中 , 须 注意 到 分 母 中 相近 数 相 减 的 问题 及 有 可 能 当 增加 时 出 现 的 近 
似 值 在 a 左右 明显 地 随机 摆动 现象 (原因 参见 第 五 章 反 插值 法 ) 。 
例 2.14 用 双 点 蓄 截 法 解 FCz) 一 ze 一 1 一 0。 
解 取 zo 一 0.5,z 一 0.6, 按 式 (2. 121) 计 算得 
Zo 一 0.5， 大 (xzo) 一 一 0. 175 64 
2Z1 一 0.6， f(z1)=0.093 27 
Xof(r) zf (vo) 
. fx)— fro) 


_ Xif (zz)—xe (X1) a 
Te Fn “9, (za) 一 一 0. 000 15 


站 三 


一 0. 565 32， Jrzz) 一 一 0.005 03 


Zsf lx) raf x) 
TT cz) 一 Fr) 


让 __ Zaf (zx) — Xf xs) 
fz)— fxs) 


3.5 |g (x)| 之 1 的 处 理 方法 


在 某 些 情况 下 ,也 可 以 把 19 (z) | 二 1 的 情况 改变 为 收敛 的 情况 。 设 f(x) =0 分 解 为 
ZX 二 9(z) 后 有 


二 0. 567 14， fxs)=—0. 000 01 


一 0. 567 14 


I¢ Cz)|>k>1, zrE[a,d] (2, 122) 
这 时 选 代 过 程 发 散 。 如 能 将 方程 z= 二 g(xz) 右 端 2(z) 中 的 工 反 解 出 来 得 其 反 函 数 
> 一 以 并) (2. 123) 
则 因 正 、 反 函数 的 导数 间 存 在 倒数 关系 得 
Ce 
y (ed (2. 124) 
[1¥ (zx)|= | zt |<t<1 (2. 125) 


则 按 式 (2. 123) 建 立 迭 代 公 式 
Tnti = rn,) (n=0,1,2,.) (2. 126) 


进行 选 代 必 收 敛 。 
除 以 上 方法 外 ,从 式 (2. 29) 可 见 , 要 提高 收敛 速度 ,还 可 以 使 用 提高 收敛 阶 数 的 途径 来 达 
到 ,下 面 叙述 构建 高 阶 和 迭代 公式 的 具体 方法 。 


3.6 高 阶 和 迭代 函数 的 构造 方法 


3. 6. 1 使 用 反 函 数 台 劳 公 式 的 构造 法 

(1) 反 子 数 的 导数 表达 式 

设 y 一 了 (xz) 的 反 函 数 为 > 一 以 y), 如 直接 按 反 函 数 表达 式 求 取 导数 常常 会 导致 复杂 的 计 
算 。 通常 我 们 习惯 于 正 函数 的 求 导 工作 ,所 以 若 能 用 正 函 数 的 导数 来 表达 反 函 数 的 导数 就 可 
使 计算 得 到 简化 。 反 函数 的 各 阶 导数 与 正 函 数 的 各 阶 导数 间 有 如 下 关系 式 


/rdr 1 1 
y A (2. 127) 
dz 
dz 


Po pe) 


它 的 一 般 形式 可 表 为 
$6) = Cees lo 0 (2. 129) 
X1 ~Xs 的 表示 式 在 表 2.4 中 列 出 。 


—y® (y)’ 十 21y'3 2 《yY )3 十 35X4 37 (y)’ ke 210y®? [y? J (y)? 一 280[y') 了 22 
(Cy) 十 1260yG) [yc2? 卫 y 一 945[y2? J 


Xs 


(2) 二 阶 迁 代 函数 构造 法 
对 于 方程 f(z)==0, 记 y= f(z) ; 工 二 p(y), 则 当 z= 二 a 时 ,y= 二 0。 于 是 有 
: a 一 PC0) 一 PC 十 (0 一 加 )) (2. 130) 
将 上 式 在 y， 点 展开 为 


2 
2 一 (oo) 十 (0 一 ?8 (yn) + OD 
fom) [fr)F .一 太 (9 


ffl) 2 FOE 
在 上 式 的 右边 截取 前 两 项 建立 如 下 迭代 公式 


7E (0,y,) ,EE (a, Tn) (2. 131) 


fr) 
etl Fx,) 
显 见 它 就 是 前 述 的 牛顿 迭代 法 。 由 式 (2.131) 得 
_ [rc 一 Fo 了 fC 
2 [fF CO 
__[fFO®F0, fF 
加 2 [FO 
Le el _ | [fF C8) fF) 
[|x —al? 2[7 (8 
如 果 和 迭代 过 程 是 收敛 的 , 则 当 nn->co 时 ， z,,&, 5->a, 所 以 有 
| za 一 al ee | 了 (oO| _ 
[ee 21 PCD1 党 数 
从 而 证 得 牛顿 迭代 法 是 二 阶 收敛 的 迭代 过 程 。 由 式 (2. 134) 可 见 , 当 了 (a)0 时 ,牛顿 迭代 法 
收敛 性 较 差 。 
牛顿 迭代 法 收敛 的 阶 数 亦 可 按 式 (2. 30) 进 行 测定 。 由 牛顿 迭代 法 的 迭代 旺 数 出 发 ,可 得 


(2. 132) 


Qnr+1 一 


EE (a, zn) 


(2. 133) 


(2. 134) 


以 下 关系 式 
/ | 7FGz)y _ [fF 2) ee 
col-=|(z PE ) sea | 天 (二 a 
_ |—2fC2WLF "CF+LF OFF CR +A RF Cr) fz) 
[f(z) 1, = i Ps 
f ”Co) 
= | pe (2. 135) 


由 式 (2. 135) 可 见 , 只 要 了 (qa) 隆 0, 了 产 (q) 隆 0, 就 有 | 六 (a) | 天 0, 从 而 证 得 牛顿 选 代 法 是 二 阶 收 
敛 的 。 但 当 a 为 f(x) 的 p 宇 2 重 根 时 ,可 将 f(z) 表 为 

f(t)=z—oh(z) (hla)#0) (2. 136) 

(zx—a)th (xz) 
则 有 人 
三 二 (Z 一 ao 万 (Z) 
ph(z)+ (rz—oh (zr) 
_hCLpp— Dh(z)+2p rh (zr)+ zr—o) Wz)] 
[ph(C2) + zx—oh Cx) 


1 2h’ (x) W(x) 
(1 一 一 ) 十 (x 一 a) 二 (zx—a)? 
p ph(z) pih(x) (2. 137) 


I 2 
_ h(x) 
re 


f(x) 


由 上 式 得 
NI 1 ll 
IY (|=|1 pa (2. 138) 


因 |% (ce) |<1, 只 要 zo 充分 接近 a, 牛顿 迭代 法 仍 收敛 ,但 这 时 仅 有 线性 收敛 性 , 且 p 合 大 , 收 
敛 愈 慢 。 


第 二 章 方程 (组 ) 的 迁 代 解法 
IEEEEEEEEEEE 
(3) 三 阶 选 代 函 数 构造 法 
同 法 , 若 将 a 二 9(0) 一 ply 十 (0 一 y,)) 展 开 为 
“一 py) 十 (0 一 %)8 Co 十 六 Wo 一 gD, WE (0,y,) 
flza) Lf lr) — fC) Deep 有 
we 2 FF gD (2. 139) 
截取 上 式 右边 前 三 项 建立 如 下 迭代 公式 
fxn) [fz) Ff Cz) 


Tnt1 ge oF CF (2. 140) 
风 在 和 代 过 程 收 的 情况 下 有 下 式 上 成 立 
[Dg7(0) | 一 常数 让 


证 得 和 迭代 法 (2. 140) 是 三 阶 收敛 的 。 
仿 上 推导 ,可 以 建立 更 高 阶 的 迭代 函数 。 
3. 6.2 使 用 正 函 数 台 劳 公式 的 构造 法 
高 阶 和 迭代 函数 亦 可 直接 使 用 f(z) 台 劳 展 式 的 部 分 和 来 建立 ,下 面 叙 述 具 体 的 构造 方法 。 
(1) 二 阶 和 迭代 函数 构造 法 
设 PCz) 在 z 点 具有 与 (zx) 相同 的 一 、 二 阶 导数 , 则 Pi (z) 可 表 为 
Pi(z) 一 =/() + Le sa) (z 一 心 ) (2. 142) 


以 PCz) 代 替 f(z) 求 取 与 机 轴 的 交点 设 为 (zj1 a 


0= f(a) + £0 ~ (zs 一 总 ) 
i 
SS .14 
解 得 Tntl1 Tn f (zx,) (2 3) 
它 就 是 牛顿 迭代 法 。 由 台 劳 公式 的 余 式 知 
f(z)—P = 2 (Zz—71), 有 ECzzr) 
A 1 


ao) 一 已 (oo 一 一 Po) 一 《co 一 Zn) ， SEE (a, zn) 


因 Pi(zs41) 二 0, 所 以 有 


Pi (z+1)— Pa) = 三 2 (zn —a)? 
P'l (DD (Tnt1 -= 全 C (Zn 一 Q)2 9 7E (ee 
则 下 面 的 极限 关系 式 成 立 
[ze al | . 
[za—al? |2!1P’(n 2 (Ca) 一 常数 (2. 144) 


从 而 证 得 牛顿 迭代 法 是 二 阶 收敛 的 。 
(2) 三 阶 移 代 函数 构造 法 
设 PCz) 在 z 点 具有 与 f(z) 相同 的 一 二、 三 阶 导数 , 则 P,(z) 可 表 为 


数值 分 析 


P,(z)= Hao 二 Ca -+t 2 (zz 一) 
设 其 与 轴 的 交点 为 (z+1,0) 得 
0 一 fe) t+ (en) + eh (Tat OO— Ta) 


这 是 关于 (znt1 一 z,) 的 二 次 方程, 求解 得 
—f (za) +t VF Cx) —2flr) Fr) 
f(x) 
E 2f (zx) 
f (za)FVEF Cx) —2fCr) fr) 
上 式 中 的 干 号 应 按 xz, 与 zx, 最 靠近 的 原则 来 选 定 , 亦 即 应 使 式 (2. 146) 右 边 第 
对 值 最 大 原则 来 选 定 。 这 样 的 迭代 公式 便 是 


-na+1 一 一 


Tntl1 三 Tn 十 


2f(z,) 
f (za)+sgnLf xa) IVEF Cea) —2f rn)f Cr) 
迭代 公式 (2. 147) 的 几何 意义 如 图 2. 20 所 示 。 


图 2. 20 


下 面 推 证 迭代 公式 (2. 147) 收 敛 的 阶 数 。 由 台 劳 公式 的 余 式 知 
f(z)—P, w= Da § El(r, Tr) 


fo)—P; I EE (a,xn) 
因 Fo 一 0,P(zsa)=0, 所 以 有 

P, (zn+1)— Ps = ea) 
Fe 


万 和 5 (DD) (Tntl —a)== (a— zn 六 3 7E€E (ay Tntl ) 


因而 可 得 以 下 关系 式 
Ei _ Ca) 
Tz—als |6P’,Cn) 6f (a) 


一 常数 


(2. 145) 


(2. 146) 


二 项 的 分 母 绝 


(2. 147) 


(2. 148) 


从 而 证 得 上 述 迭 代 法 是 三 阶 收敛 的 。 

使 用 本 法 建立 更 高 阶 迭 代 函 数 时 ,就 会 导致 高 次 代数 方程 的 求 根 问题 ， 而 高 次 代数 方程 求 
根 问题 又 属于 方程 求 根 问题 ,因而 是 不 可 取 的 。 

3. 6.3 使 用 反 揪 值 法 的 构造 法 

参见 第 五 章 6. 2. 2 求 方程 根 的 反 插值 法 。 


$4 联 立方 程 组 的 迭代 解法 


仿 单 个 方程 的 简单 迭代 法 ,对 于 联 立方 程 组 


万 (Zz1 » C2 "2 


F(X)= felz1 2 9 Tn ) —0 C2. 149) 
fn x » 2 9 Tn) 
可 改写 为 
Xl Pi (X13,T2 Th) 
X= | | Pr ) | _ px (2. 150) 
a Gn CT1 X29 Tn) 


设 美 ? = (zf sh ，… sx ) 为 根 w 一 《al ,az，… ,an) 的 零 次 近似 值 , 则 可 按 以 下 两 种 方 
法 进行 迭代 。 
4. 1 简单 迭代 法 


4.1.1 方法 描述 

简单 迭代 法 亦 称 同时 迭代 法 , 它 由 XX 出 发 , 按 下 式 进行 迭代 
zt =g (zh ,zh ,oD ) 
TED — gp (zh ,xh ,x ) 


(2. 151) 


下 二 > 大 
zt pz ,7 ,eh) 


或 简 记 为 
Ku BXDY 
式 中 ,X% 代 表 @ 的 第 次 近似 值 。 当 n>oo 时 , 若 有 极限 存在 , 则 该 极限 即 为 所 求 之 根 w。 


当 式 (2. 150) 为 以 下 形式 
Xi— ;ZX1 ,TX ya Ys pit) (i=1,2,.…,n) (2. 152) 
时 ,其 对 应 的 简单 迭代 公式 
ZPD =g ,1 (2. 153) 
称 为 雅 可 比 和 迭代 公式 。 


设 尺 为 含有 根 & 的 闲 域 ,并 且 在 迭代 过 程 中 迭代 点 留 在 该 闭 域 中 , 记 


9 Pi(x1 9sT29""" yes) 


j 一 TO 和 
9z; 


XER 
出 有 如 下 三 个 收敛 的 充分 条 件 及 其 相应 的 误差 估计 公式 。 
充分 条 件 1 车 4 一 max 2) ai<<1, 则 选 代 过 程 收 伍 , 且 


(k) 一 Qi Imsxlzp 一 zr | 


| (X19T2 °°" yn ) 


max|z 
充分 条 件 2 若 ,一 max 2 ai <1, 则 适 代 过 程 收 全 , 且 
1 
> 8 二 1 , 则 和 迭代 过 程 收 敛 , 且 


x 
Pp 一 o)2 云 >) (zz — zx)? 
i=1 


更 一 般 地 可 建立 以 下 逃 代 公 N 式 
XetD 二 十 wR (tw 一 常数 ) 
其 中 R® 一 (Ri ,R 多 ,… ,RS)' 为 方程 (2. 150) 在 XX? 时 的 残 差 。 
例 2.15 求 下 列 方程 组 的 根 
万 (ziyzz) 一 好 一 zz 一 1 一 0 
(zl ,TX2) 二 一 Xl 十 Xz 一 1 二 0 
解 式 (2.158) 用 方程 的 形式 隐 含 地 给 出 了 zi 与 xz 的 对 应 关 
系 ,每 一 个 方程 所 述 及 的 这 种 对 应 关系 可 用 一 系列 的 数值 点 (zu， 
Zzi) (i 二 1,2,…,n) 连 成 的 曲线 示 于 图 2. 21 中 ,其 交点 所 对 应 的 坐 
标 可 取 为 根 的 近似 值 。 由 图 2. 21 知 其 中 一 个 根 之 初 值 可 取 为 


> | zP —a |< 


充分 条 件 3 着 p= 


(2. 158) 


(zioyzao) 一 (1.6,1.6)。 
现 把 方程 组 (2. 158) 改 写 为 
1 一 2 一 1 一 A (ZX1 2 ) 
= 1 一 po CT1 ,TL2) 
则 有 
2 on 
9x1 0 gx2 27 
9p_ 29 
pm 
相应 地 有 
ou QZ1 | xm Se | 9x2 xo 
oo Ghz 全 
oa 9x1 | xm Su ov| 强 XO 


图 2. 21 


(2. 154) 


(2. 155) 


(2. 156) 


(2. 157) 


二 章 ”方程 (组 ) 的 迭代 解法 . 
CC 


如 按 充 分 条 件 2 判断 之 


v1 二 Q1 十 aQzi 从:3. 2 
多 一 0l2 十 czz 人 3. 2 
7 一 max(w ,ww)>1 
因 ,之 1, 可 能 不 收敛 。 如 果 把 方程 组 重新 改写 为 
a Zz 十 1] 二 gi (x1 ,2) (2. 159) 
2 一 VD 十 [一 各 (ziyza) 
则 


2 Xz 十 ] 


9 1 _ 9%_ 
9x1 2 zi 二” DZzo 


am am 1 
QZ? 
1 


它们 在 X”“ 处 的 值 是 


一 0. 31 
3 | 


总 azijxo 


1 = 
DZI | x 9xz | xo 


则 由 一 Qil 十 aol 人 20. 31 
几 一 Qiz 十 azz 人 0. 31 
一 max( 2)<<1 
因 <]1, 按 以 下 迭代 公式 进行 迭代 一 定 收敛 
人 二 Vz 十 1 


ZHtD = Vz 二 I 


一 0. 31， 


(2. 160)- 


计算 结果 为 (1. 618,1. 618) 。 
4. 1.2 关于 三 个 收敛 充分 条 件 的 证 明 


定理 2.8 若 p=mgx 2 wu<1, 风 迁 代 过 程 收 全 , 且 


max| 工 内 一 0 [< 和 SmaxlzP — 0 | 
1 


证 因 
EA zeD zeD) 
Qi (Ql ,az Qnr ) 
两 式 相 减 得 
Zz ) 一 ww 一 人 (XD ,x Se Ce ) — Ga az 0 
ss 992 CD 
时 (zx; 0;) 
a9: 99; T1929" Tn 和 
其 中 ,zat a) (0<0<l) 
J 了 


则 有 以 下 不 等 式 成 立 


数值 分 析 


yl | 4 = a; | 
<[> | rom] 一 
j=1 1 © 
< max|z 1) 一 oj | 


上 式 对 i 二 1,2,…,n 均 成 立 , 故 下 式 


(Ek) 


max| zt —a [< max|z oD ty | 
=y max|zf D 一 as | 
亦 必 成 立 。 再 令 R 一 1，2，… ,m, 便 得 到 下 列 一 组 不 等 式 
max| zf —a; |<p max| xf 一 os | 
max| zf —a; | max|x —a:| 
max|zf” —a; |<px max|zf 一 —@Q; | 
将 以 上 各 式 两 边 分 别 相 乘 并 约 简 得 
max [zx —a; | < max| XI" 一 ai| 
因为 A<<1 ;所 以 
limmax| zf™ —a:; [<limp” |zfo —a,|=0 
即 limz{™ 一 as 
因此 迭代 过 程 是 收敛 的 。 由 于 
| zetD 一 并 |= | 9: 【ze ,ZI ， | "LI ) 一 六 (名 一 1) ya ye ,TD ) | 
一 >) 入 (x"— — zh ) 
j=1 2 


<p max|z)™ — i | 


反复 使 用 上 述 不 等 式 (m 一 DD 次 后 得 


[zt oz [Sprmax| zt 一 z 科 | 一 /max|zfp 一 zf (2. 161) 
了 了 1 


上 式 对 i 二 1,2,"",n 均 成 立 , 故 下 式 亦 必 成 立 


max|zg — ZX” [< max| zf 一 zo | (2. 162) 


因 |z 多 六 一 z 人 | 委 | 2 有一 zt 和 | 十 [ztteD zf? | 十 … 十 | ztrD 一 zf | 

推 知 max| ZtD |<max| Xt — rtpD | +max| Zt DD 一 了 +t2 | 十 .… 十 
1 2 

max| ZetD zr | 


at 1 十 AAA 十 …… 十 K )max| zt 一 Z9 | 
<i 生 mexlzo 一 zo | (2. 163) 
上 式 当 p>co 时 , 即 证 得 结果 式 (2. 154) 。 
定理 2.9 着 "一 max >) ww<1, 则 迁 代 过 程 收 伍 , 目 


第 二 章 “” 方程 (组 ) 的 渤 代 解法 


上 一 人 
证 因 
天 do 
EE 
了 一 1 J 
两 边 求 和 得 
Et SD ne 
i=1 £1 人 1 19%; 
= 
fH a 19% 
< 2 | zo | 
7 二 1， 
二 vy》) | xD 一 a | 
j=1 
= 议 | za | (2. 164) 
i=1 


令 k 二 1,2,…,m, 得 下 列 不 等 式 


ne n 
2 | zal) | xz 一 | 
i=1 i=1 


n n 
2 | za | | xP 0 | 
i=l i=1 


n 


n 
>) | Z 凤 一 Eq | ZI 一 


将 以 上 各 式 两 边 分 别 相 乘 并 约 简 得 
> | zz 一 I<r > | z 一 (2. 165) 
因 v<<l ,所 以 有 四 和. 
lim >) | xz 一 wa |< lim” |zo a |=0 
即 i 


7 一 >OO 


亦 即 迭代 过 程 是 收敛 的 。 
仿 前 可 证 得 误差 估计 公式 (2. 155) 。 


定理 2.10 若 思 一 、/ Da 一 1, 则 适 代 过 程 收 伍 , 且 


zi 一 1 
n 二 如 
| ， (z® 一 ao) < 之 (zx 一 了 


二 
ac. 
Zia, 》 Pi ( zy 一 o) 


全 9 


将 上 式 两 边 平方 并 求 和 得 


> Cz 一 a)2 = > [2 猩 (zj —o)] ch by 
利用 不 等 式 
(Dab) < (a) (P28) 
可 将 式 (2. 166) 化 为 


ope 2 [2a nn 基 
六 全) 下放 co 


SP x 0)? 
JE 

ce 2 >》 (zf — a.)? (2. 167) 
el 


令 有 =1,2,"…,m 得 
> (x 一 ai)2 过 Pp: >) (zfo0 一 as)2 
i=] i=} 


>) (x2 一 ai)2 p>) (zx — a,)? 
i=1 i=1 


> (z 色 —a): < 3 (ze — a)? 
将 上 述 各 式 两 边 分 别 相 乘 并 约 简 后 得 一 
> (zf™ 一 a)2 < "> (zf 一 ai) 
因 p<1， 对 上 式 两 边 取 极限 得 
ji D1 (zx —@)! 魏 limp™” >) (zx —@)?=0 


mo j=l i=1 


所 以 必 有 limzf"” 一 0 
仿 前 ,同样 可 证 得 误差 估计 公式 (2. 156) 。 


4.2 赛 德尔 迭代 法 


赛 德尔 迭代 法 与 简单 迭代 法 在 迭代 方式 上 的 不 同 处 在 于 前 者 在 获得 了 新 的 近似 值 以 后 ， 
用 它们 替代 旧 近 似 值 来 参与 以 后 的 相继 迭代 计算 ,因而 得 到 以 下 和 迭代 公式 


k 大 
zh 一 外 (zz 加 zt) 


CR 天 十 1) 
ZED = (zt I ZX ,2 Be 


CHD E41) (1 (2. 168) 
GT = (rt ,rt Th) ,LK ) 
ZED gp CrhetD ,zhtD ,eo THD ,xb) 


第 二 章 方程 (组 ) 的 送 代 解法 


特别 当 分 解 式 为 式 (2. 152) 时 所 对 应 的 赛 德尔 迭代 法 
二 = (2 me ,TTY ,工作 1 的 过 让 ) (i=1,2,.…,n) (2. 169) 
称 为 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 。 
例 2.16 ”用 赛 德尔 迭代 法 求解 例 2. 15。 
解 :我 们 按 分 解 式 (2. 159) 建 立 赛 德尔 迭代 公式 如 下 
f 二 Vz® 十 1 


zh = /AT TI 
取 Xeo 一 (1.6,1. 6) , 按 式 (2. 170) 计 算得 
zf 一 V1. 6 十 1 一 1. 612 zf 一 V1.616 十 1 一 1.617 fx 一 V1. 618 十 1 一 1. 618 
os = LT 1 | = | 二 V1. 618 十 1 二 1. 618 
从 以 上 赛 德尔 迭代 法 可 见 , 赛 德尔 迭代 法 把 每 次 计算 出 来 的 新 值 代替 旧 值 ,因此 它 只 需 一 
组 存储 单元 用 于 存放 近似 值 。 而 在 简单 迭代 法 中 ,需要 两 组 存储 单元 存放 新 、 旧 近似 值 。 另 
外 ,在 算法 上 的 这 种 改变 给 编程 带 来 方便 .使 程序 设计 更 加 简易 。 


4.3 松弛 迁 代 法 


首先 说 明 松 弛 一 词 的 含义 ,对 于 F(X) 二 0, 设 RP 为 其 第 ; 个 方程 当 素 一 Xe 时 的 残 差 。 
一 般 说 来 , 它 不 等 于 零 ,否则 该 近似 值 Xe 可 能 是 解 了 。 现 修改 X% 的 部 分 或 全 部 变量 值 为 新 
的 近似 值 Xe+b ,使 该 方程 的 残 差 Re 一 0, 这 时 我 们 就 说 该 方程 被 松弛 了 或 被 削弱 了。 如 果 
方程 F(X) 二 0 的 全 部 残 差 都 同时 被 松弛 为 零 时 , 则 所 对 应 的 近似 值 就 是 所 求 的 根 a 了 。 
根据 上 述 松 弛 法 的 原理 ,我 们 需要 确定 Xe 中 被 修改 变量 的 数量 以 及 F(X)= 二 0 中 方程 被 
松弛 的 顺序 。 为 降低 求解 方程 的 复杂 性 ,最 简单 的 做 法 就 是 只 改变 Xe 中 的 一 人 变量 xz 的 
数值 为 x;, 使 某 个 方程 的 残 差 为 零 , 这 时 松弛 方程 的 问题 就 转化 为 对 一 个 只 含有 一 个 未 知 量 
Zz; 的 方程 求解 问题 。 为 了 对 变量 有 规律 地 进行 修改 ,一 般 可 约定 第 i 个 方程 总 是 改变 其 第 i 
个 变量 的 数值 ,使 该 方程 的 残 差 为 零 。 至 于 方程 的 松弛 顺序 可 以 采用 不 同 的 控制 策略 ,相应 地 
就 产生 了 不 同 的 松弛 迭代 法 ,以 下 我 们 介绍 一 种 按 方 程 排 列 顺序 相继 地 进行 松弛 的 方法 即 逐 
次 松弛 迭代 法 。 
4.3.1 简单 迭代 方式 下 的 逐次 松弛 法 
设 轩 ep 一 (zi ,z 多 0z%) 是 a 的 次 近似 值 ,由 i 二 1 开始 ,改变 x 从 为 z; 使 方程 
ffir ,zt Ti )E0 (i=1,2,°,n) (2. 171) 
由 上 述 方程 得 到 的 解 x; 记 作 z+? ,继续 进行 下 去 ,直至 i 二 7 为止 ,由 此 就 可 获得 新 的 近似 值 
RD 二 (zftD xtD zetD) 。 以 上 过 程 重复 至 全 部 修改 量 满足 精度 要 求 为 止 , 则 其 最 
终 的 近似 值 就 是 方程 FCX) = 二 0 的 解 。 因 式 (2. 171) 是 一 个 单 变 量 非 线性 方程 ,其 解 x; 亦 可 采 
用 迭代 法 求解 之 。 这 样 就 形成 了 双 层 迭代 , 主 和 迭代 为 松弛 和 代 法 ;求解 式 (2. 171) 中 方程 的 选 
代 法 则 为 内 层 迭 代 法 。 当 由 式 (2. 171) 可 直接 地 解 得 z; 为 
Ti 二 PTH TT ) (i=1,2,.,n) (2, 172) 
令 zy 一 如, 则 上 述 的 逐次 松弛 和 迭代 法 完全 等 同 于 雅 可 比 和 迭代 法 (2. 153) 。 
4.3.2 赛 德 尔 迁 代 方 式 下 的 逐次 松弛 法 
在 本 法 中 ,被 松弛 的 方程 的 形式 为 


(2. 170) 


0 数值 分 析 
OOOO 
(到 0 (i=1,2,,n) (2. 173) 
由 上 述 方程 得 到 的 解 x; 记 作 zf (i 二 1,2,…,n) ,重复 地 进行 下 去 直至 全 部 修改 量 满足 精度 
要 求 为 止 。 当 式 (2. 173) 中 的 z; 可 以 直接 解 出 为 
Zi—= PTETD ,eo TED x, TR) (i=1,2,.,n) 《2. 174) 

令 ze 一 改 , 则 上 述 选 代 法 完全 等 同 于 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 (2. 169)。 

4. 3.3 对 具有 最 大 残 差 绝对 值 的 方程 实施 松弛 的 和 迭代 法 

方程 的 松弛 顺序 亦 可 按 残 差 绝 对 值 为 最 大 的 原则 来 确定 ,具体 过 程 如 下 ， 

对 于 XX 一 (z 多 ,zx 软 ,zx) ,计算 出 RS 二 (R 约 ,RR ,…,RW)', 设 其 中 残 差 绝对 什 最 
大 者 为 | 及 多 | 一 max| 有 | (一 1,2，……z2) ,由 此 确定 出 对 第 i 个 方程 进行 松弛 , 即 改变 zf 为 
Z; 使 第 i 个 方程 松弛 为 零 


fi xh ,TH Ts 工作 0 ) 寺 0 (2. 175) 
由 式 (2. 175) 解 得 x; 后 , 令 新 的 近似 值 为 XetD 二 (zx 凡 ，,…, zz x 入，…,z)', 使 用 
X"" ,计算 新 的 残 差 Ri 一 (RD ,R419 ,…,R4+D)', 重 复 以 上 过 程 直 至 全 部 修改 量 满足 
精度 要 求 为 止 , 即 可 取得 最 终 近 似 值 为 方程 F(X) =0 的 解 。 
4.3.4 带 有 松弛 因子 的 松弛 和 迭代 法 
在 本 法 中 ,对 由 式 (2. 171) , 式 (2. 173)、 式 (2. 175) 解 得 的 z;, 使 用 以 下 公式 来 确定 新 的 近 
似 值 
HH 一 7 多 十 四 ( 二 一 z 和 9) (i=1,2,.…,n) (2. 176) 
其 中 忆 为 引入 的 参数 , 称 为 松弛 因子 ,采用 (2. 176) 式 对 变量 进行 修改 的 松弛 法 称 为 带 有 松弛 
因子 的 松弛 法 。 当 二 1 时 ,所 得 z; 可 使 第 i 个 方程 完全 松弛 为 零 , 称 为 恰好 松弛 法 。 对 于 
中 >] 或 w<1, 则 第 ;个 方程 可 能 被 松弛 过 头 或 松弛 得 不 够 ,分 别称 它们 为 超 松 弛 法 (ww 之 1) 
和 低 松 弛 法 (ww 二 1)。 


$5 联 立 方程 组 的 牛顿 解法 
与 单个 方程 的 牛顿 解法 


(xi) (2. 177) 
f(x).* AZx:=— f(r) 
相 类 比 ,在 联 立方 程 组 F(X)==0 的 情况 下 ,可 建立 如 下 牛顿 迭代 公式 
~ (XH)» AX®—=—F(¥®) 


次 一 2hH1 一 你 一 一 


KtD eH AY® (2, 178) 


其 中 
万 (zf 了 0 ) 万 


(k) Ck) 


F(X® ) 一 户 (zi 9 万 2 0 ) 一 f2 


faz ,x ,oT ) fr | x 


第 二 章 ，” 方程 (组 ) 的 近代 解法 


2 六 9fi ... 3fi 
9zl 9Xx2 Gh Axt 
9fs 9fs 9f2 区 
F’'(X®)= 2 i AX® 一 人 
Ax® 


gx! 9xz Zn 
式 (2.178) 是 关于 Az 久 (7 王 1,2，…z) 的 线性 方程 组 
3 六 Pe 
(SE) + (HE) a+ + (EE) SP =— Fw a 
X41D 一 ZX 十 Ax (i 二 ]， 2 103 ;上 二 和， 于。 2,.. .) 
当 系 数 行列 式 |F CXw ) | 天 0 时 ,方程 组 有 唯一 一 解 Ax 和 Pj 二 1,2,…,n)。 在 获得 新 的 近似 值 
Xe 后 ,重复 上 述 过 程 直到 
|Axz 久 |<s( 给 定 误差 要 求 ) (j=1,2,",n) 
满足 为 止 。 按 式 (2. 179) 进 行 迭代 ,每 次 都 要 解 一 个 线性 方程 组 ,并 且 其 系数 行列 式 每 一 次 也 
不 同 ,这 个 方法 就 称 为 牛顿 迭代 法 , 它 具 有 二 阶 收敛 速度 。 牛顿 迭代 法 对 初 值 的 精度 要 求 较 
高 ,当初 值 选取 得 较为 精确 时 ,收敛 是 很 快 的 。 


类 似 地 ,求解 F(X0 一 0 的 牛顿 法 同样 可 以 变形 地 使 用 。 如 果 将 式 (2. 179) 中 的 (3 关 ) ,用 


因 定 值 ( 沪 ) wo 代替 , 则 式 (2. 179) 就 转化 为 联 立方 程 组 的 简化 牛顿 法 。 为 提高 收敛 速度 ,可 采 


用 修正 的 牛顿 法 ,具体 处 理 如 下 : 取 Ko ,使 用 下 Co ) 作 mm 次 简化 牛顿 法 得 XP ,再 以 XD 代替 
XO ,使 用 FCX) 作 m 次 简化 牛顿 法 得 和 2 ,如 此 推 作 ,直至 最 终 近似 值 达到 精度 要 求 为 止 。 
为 扩大 收敛 范围 ,可 将 下 山 法 融合 到 牛顿 法 中 构成 牛顿 下 山 法 
F (XH) » AX®——AF(XH) (0<A<1) 


ofs af, i | 
和 


上 FCX*+D) 有 过 FCXW)| (下 山 条 件 ) =0,1,2,-… (2. 180) 
式 中 | ， | 为 范 数 ,参数 4; 据 下 山 条 件 来 选取 ,其 计算 过 程 的 处 理 方法 与 单个 方程 的 牛顿 下 山 


法 类 同 。 
例 2.17 试用 牛顿 迭代 法 求解 下 列 方程 组 的 根 。 
(zy 一 223 一 多 一 1 一 0 
| (zy) 一 并 内 一 y 一 4 一 0 
(zx ,yo ) 一 (1.2,1.7) 


解 因为 
afi _ 2 9f1_ 
pm dy 2y 
3 
zo {0) (0) (0) 
所 以 得 “站 和光 一 8 人， 有 人 人 一 一 3.40， 户 (mon) 一 一 0.434 
a 户 E sy ) dg 户 (z@o yo ) 


一 4. 91， 


9 .gy =9.4, fz(zo,yo)=0.195 6 


数值 分 析 


于 是 按 式 (2. 179) 可 建立 下 面 的 线性 方程 组 
8. 64Azf 一 3. 40Azg 和 一 0. 434 
人 91Az 们 十 9. 4Az 包 一 一 0. 195 6 
解 得 
Azi 一 0.034 9， Az 刀 一 一 0.039 0 
则 得 根 的 一 次 近似 值 为 
20 一 z0 十 Azf" 一 1. 2 十 0.034 9=1. 234 9 
fy 一 yy 十 Az 旬 一 1.7 十 (一 0.039 0) 二 1. 661 0 
再 进行 一 次 同样 计算 过 程 得 
Zz2 一 1.234 3 
asl 661 5 


$6 联 立 方程 组 的 延 拓 解法 


对 于 大 多 数 迄 代 法 ,一 般 都 是 局 部 收敛 的 方法 , 即 要 求 初 值 充分 接近 于 根 ,才能 使 迭代 序 
列 收敛 于 根 。 实 际 计算 中 要 找到 满足 要 求 的 初 值 往往 是 件 很 困难 的 事情 。 下 面 介 绍 一 种 延 拓 
法 , 它 可 以 看 做 是 一 种 扩大 收敛 域 的 求 根 方法 。 


6. 1 同 伦 方程 组 及 其 建立 方法 


对 于 联 立方 程 组 F(X) = 二 0, 用 延 拓 法 求解 联 立方 程 组 ,首先 要 建立 同 伦 方程 组 HCX,t) = 
0, 这 里 X 一 (zl,zo，…zo) 江 为 引入 的 参数 。 同 伦 方程 组 是 满足 以 下 条 件 的 联 立 方程 组 。 
(1) 再 (Xe ,0)=0 (2. 181) 
式 中 ,和 0 一 (zt ,zx 外 ,…,z8) 是 任意 取 定 的 一 组 初 值 。 式 (2. 181) 表 明 , 当 zt 二 0 时 , 同 伦 方 
程 组 为 具有 已 知 解 ”的 联 立方 程 组 。 
(2) H(X,1)=F(X)=0 (2. 182) 
上 式 表 明 , 当 t==1 时 , 同 伦 方程 组 与 原 联 立 方程 组 F(X) 二 0 全 同 。 
满足 以 上 条 件 (1)、(2) 的 同 伦 方程 组 可 以 采用 不 同 的 方法 构造 出 来 。 例 如 
H(X,t)=tF (R(t BY) 
| =F(X)—F(X) 
或 HCOX,t)=F(X)—(1—t) F(X ) (2. 184) 
或 者 将 条 件 (2) 改 成 当 1->co 时 , 互 ( 针 ,1) 一 >F(X) ,可 以 构造 
和 ao iE[L0,co) 


(2. 183) 


HC(X,0)=F(X)—F(X®) (2. 185) 


HCX,) SF(X) 
等 。 


6.2 求解 方法 
由 上 可 见 ,求解 联 立 方程 解 的 问题 可 以 转化 为 求解 同 伦 方程 组 HC(X,1) 二 0 的 解 的 问题 。 
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为 了 求 取 H(X,1)==0 的 解 , 延 拓 法 的 思想 就 是 从 已 知 解 已 9 出 发 ,逐步 引渡 到 F(X) 二 0 的 未 
知 解 ,具体 方法 如 下 。 
首先 将 i 的 值 域 :E [0,1j] 等 距 或 不 等 距 地 分 划 为 
0=o<i< btn i<in=1 (2. 186) 
建立 相应 的 同 伦 方程 组 
H:=H(X,t)=0 (一 1,2,…，N) (2. 187) 
以 下 取 Xe 作为 鲁 二 0 的 初 值 ,用 某 种 迭代 法 求解 出 HH =0 的 解 XX。 再 以 0 作为 Hz 二 0 
的 初 值 ,求解 出 Hs 二 0 的 解 和 2 ,如 此 推导 下 去 ,直至 求 出 Hn==0 的 解 X 六 为止。 在 上 述 求解 
过 程 中 ,如 果 记 一 关 :充分 小 ,可 以 期 望 8 是 Xe 的 一 个 足够 好 的 近似 ,从 而 使 用 局 部 收敛 
的 迭代 法 就 可 获得 收敛 的 计算 结果 ,这 就 是 延 拓 法 的 基本 思想 。 当 上 述 同 伦 方程 组 的 解 入 
(i 二 1,2,…,N) 为 t 的 连续 函数 时 , 则 上 述 延 拓 过 程 是 可 实 
现 的 ,而 入 就 是 原 方 程 F(X) 二 0 的 解 。 £(x, yF0 
例 2.18 用 延 拓 法 求 下 列 方程 组 的 根 
万 (zy) 一 Z 十 31gz 一 光一 0 
全 (zy 一 2z2 一 zy 一 5z 十 1 一 0 
解 ”我 们 将 式 (2. 188) 中 的 户 (z,y) 一 0 与 户 (z, 轨 一 0 的 
曲线 示 于 图 2. 22 中 , 它们 有 两 个 交点 , 即 联 立 方程 组 (2. 188) 
具有 两 个 根 ,其 中 一 根 位 于 (zx,y) 二 C3, 4,2. 2) 附 近 。 如 取 初 值 图 2.22 
为 (my%) 一 (10,10) , 按 (2. 183) 式 建立 同 伦 方程 组 


(2. 188) 


BO Sr =fi(z,y)— fi(10,10)=z+t3lgzx—Yy 87 
D(X)= fo lx,y)— fa(10,10)=27—zy 二 1—51 
nc0= (X,)=tfi(z,y) (BX)=zrt lgr—y 87(1—)=0 
H;2(X,t)=ifr (zy) (1B (X)=27 一 zy 一 5Zz 十 1 一 51( 一 力 一 0 
(2. 189) 
将 式 (2. 189) 中 的 五 (X,)==0 改写 为 如 下 的 迭代 公式 
= 
TtiA/ oo 2 
(2. 190) 


1 二 Zr 十 3lgz， 十 87(1 一 #;) 
今 取 ti:(1 二 0,1,2,3,4) 为 
加 一 0) 石 一 0. 25 ,ts 二 0. 5,ts =0., 75,t4 =1 


对 应 的 迭代 公式 及 按 延 拓 法 所 求 得 的 解 为 


二 0. 25: _ /zs(ys 二 5) 十 37. 25 
Tnt1 一 ee 


一 Vznr 十 3lgz, 十 65. 25 
初 值 怀 0 一 (zo,yo) 一 (10,10) 
解 导 0 一 (zi 1) 一 (9,9) 


t=0. 50: _ /mF TF24.5 
EE 


滑 一 Vz 十 3lgz, 十 43. 5 


初 值 关 ”一 (9,9) 
解 X2 一 (zz,yz) 一 (8,7) 


ta=0. 75: _ /zm To) T1175 
nm 十 1 一 2 


yeH 一 Vz 十 3lgz, 十 21.75 


初 值 X2 一 (8,7) 
解 X3) 一 (zy) 一 (7,6) 


名 一 00 : St 
i 9 1 


,, 一 V Zn 十 3lgz， 
初 值 怀 2 一 (7,6) 
解 X49 一 (zy) 一 (3.487,2. 262) 
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ee 


习题 二 


2.1 用 对 分 法 求 方程 e* 十 10* 一 2=0 在 (0,1) 内 的 根 ,其 绝对 误差 限 。 一 10-: 。 
2.2 求 方程 如 一 z? 一 1 一 0 在 z= 二 1.5 附近 的 根 ， 设 将 方程 改写 成 下 列 等 价 形式 ， 并 建立 
应 的 迭代 公式 ， 


(1) z 一 1 二 十 ,迭代 公式 zi41 一 1 十 总 
(2) 五 二 1 十 x ,迭代 公式 xz 一 V1 十 及 
(3) zz 一 二 , 竟 代 公式 zn 
试 分 析 每 种 迭代 公式 的 收敛 性 。 
2. 3 用 埃 特 肯 法 求 方程 x 一 zx? 一 1 一 0 在 zo 二 1.5 附近 的 根 ,e 二 10-。 
2.4 分 别 用 牛顿 迭代 法 、. 弦 截 法 求 方程 x’? 一 z? 一 zx 一 1==0 的 正 根 ,se 二 10-。 
2.5 用 下 列 方法 求 方程 z? 一 3z 一 1==0 在 z=2 附近 的 根 ,准确 到 四 位 有 效 数字 。 


(1 迭代 法 ; (2) 牛 顿 迭代 法 ， (3) 改 截 法 ,zo 一 2 9T1 =1. 9。 
2. 6 用 和 迭代 法 求 方程 组 


2Z2 十 光一 1 一 0 
人 
在 z 一 0.8, 加 一 0.6 附近 的 根 ,准确 到 三 位 小 数 。 
2.7 用 牛顿 迭代 法 解 方程 组 
Z 十 2y 一 3 一 0 
十 光一 5 一 0 
初 值 取 (z'@ ,yo ) 一 (一 1,2), 根 的 近似 值 准确 到 三 位 小 数 。 
2.8 将 牛顿 迭代 应 用 于 之 一 c 一 0, 导 出 求 正 数 c 的 p 次 根 的 迭代 公式 。 
2.9 在 |z|<1,|y|<1 域内 ,用 迭代 法 求解 下 述 方程 组 
2z 一 cosy 一 0 
pa 
要 求 根 的 近似 值 准确 到 两 位 小 数 。 
2.10 方程 f(z) 二 (xz 一 1)*==0, 应 用 切线 法 时 ,车 取 zo 一 1.1 进行 计算 ,发 现 收敛 很 慢 ， 
为 什么 ? 
2.11 用 牛顿 下 山 法 解 f(z) = 一空 一 2 一 0 时 , 取 zo 二 0.5, 按 牛顿 迭代 公式 mr 一 


刘 ( 忆 十 过 ) 计 算出 zi 一 2. 25, 此 时 下 山 条 件 不 满足 , 问 下 山 因子 4 为 何 值 时 ,下 山 条 件 能 满 


2.12 证 明 1 一 z 一 sinz 一 0 在 [0,1] 内 有 一 个 根 ,使 用 对 分 法 求 误差 不 大 于 0.5x10- 的 
根 要 对 分 多 少 次 ? 
2.13 用 三 阶 和 迭代 公式 求解 方程 xz 一 er=。 
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线性 方程 组 是 下 列 形式 的 多 元 一 次 方程 组 
ail2Z1l 十 alzZa 十 "十 QlnTn 一 及 


azlZl 十 Qaz2T2 十 … 十 aorZr 二 bz 


anal 十 aa 十 十 GQmXn 二 bn 


或 简 记 为 AX=B 
a Ql2°"*dln Xl bi 
其 中 A= | C22°°"dn X= | B= bo 
1 “一 9 ~ 人 » -人 
Gnl Qn2 "Um Tn bn 


这 里 假定 系数 矩阵 A 的 行列 式 | 4| 隆 0, 线性 方程 组 的 解 唯一 。 

线性 方程 组 的 数值 解法 可 以 分 为 直接 法 和 迭代 法 两 类 。 所 谓 直接 法 ,就 是 通过 有 限 步 精 
确 运 算 即 能 求 得 线性 方程 组 准确 解 的 方法 。 这 种 方法 尽管 在 理论 上 是 完善 的 算法 ,但 因 实际 
计算 时 总 是 有 伟人 误差 存在 ,所 以 用 直接 法 所 得 的 结果 仍然 是 准确 解 的 近似值 。 本 章 介绍 计 
算 机 上 常用 而 有 效 的 直接 法 : 消 元 法 和 主 元 素 法 。 


8$1 消 元 法 


1.1 方法 的 一 般 描 述 


消 元 法 是 求解 线性 方程 组 的 常用 方法 ,为 了 分 析 消 元 法 , 今 以 三 个 变量 的 线性 方程 组 为 例 
说 明之 ,其 运算 规律 可 以 推广 到 x 个 变量 的 线性 方程 组 上 去 。 设 有 线性 方程 组 
Qanzi 二 awzs 十 ala2s = hb 
| C21Z1 十 Qz2X2 十 aQ23X3 一 5b (C3. 1) 
aaslZl1 十 Q32T2 十 a33T3 = bs 
消 元 法 的 基本 思想 是 通过 组 合 方程 的 方法 实现 逐步 消 元 ,达到 将 原 方程 组 化 为 三 角形 方 
程 组 的 目的 ,然后 用 回 代 法 解 此 三 角形 方程 组 即 可 获得 原 方程 组 的 解 。 
1. 1. 1 消 元 计算 过 程 
对 于 方程 组 (3. 1) ,首先 取 用 其 第 一 个 方程 (3. 1) ,分 别 与 式 (3. 1) 的 其 余 两 个 方程 进行 组 合 ， 
消去 它们 方程 中 的 zi 所 在 项 。 为 了 便于 消 元 ,在 消 元 前 , 可 选用 一 个 常数 后 遍 除 式 (3. 1); 得 
《3. Di/hn: Unzi 十 2222 十 zs2s 一 好 〈3. 2) 
其 中 
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OC 一 
然后 引入 以 下 两 个 乘 数 


C21 
lz = la 
[7 


按 以 下 组 合 方式 消去 式 (3. 1); 与 式 (3, 1), 中 的 项 ， 
〈3. 1)2 — /Lz * (3.2): 0 十 (cz 一 jatzaz)za 十 (aas 一 axis)7za = bs — loll 
(3.1)3 — {1s * (3.2): 0 十 (aas — Laiui)z2 十 (as 一 ls1t13) 73 一 bs 一 lalz1 


__ Qal 
U1l 


1 1 1 
a zz + a xs — bY 
简 记 为 (1) (1) 一 bY “ 
Qa32 Tz 十 a33 Ta 一 Ob3 
0 
a = ea 多 — lauy 
其 中 人 = 6 — lz (3. 4) 
a 一 Qs 9 bs 一 - b: 


对 于 方程 组 (3. 3) ,类 似 地 用 其 第 一 个 方程 (3. 3) 与 (3. 3) 的 其 余 方 程 进 行 组 合 ,消去 zz 
项 。 消 元 前 ,选用 一 个 常数 lzz 遍 除 式 (3. 3); 得 (3. 3)1 /lz : 


Uz2T2 十 Uz3Ts 一 22 (3 5 
1 1 
其 中 _ a _ Uz22 Z21 zl2 本 a _ 23 一 Lz1 Wis 
(1 re 
L22 Lz2 22 22 
D) 
了 bz 一 Lz1l 1 
ZZ» 一 一 一 1 
22 22 


再 引入 乘 数 


《1) 
Q32 Ca32 一 Za3lz0z 
U22 U22 


按 以 下 组 合 方式 消去 式 (3. 3)s 中 的 z 项 ， 
(3.3)zs 一 /aa。(3.5): 0+ (Cab — Luss) zs 一 0 一 Ls z2 


Ls2 = 


简 记 为 asg zs 一 02 (3. 6) 
人 一 cp 一 /7 sa Ry/ 
其 中 2 32 U23 C33 31 U13 32 UW23 (3.7) 
63” 一 人 一 zzz2 一 bs 一 La1 21 — Ls 22 
同 法 对 式 (3. 6) 遍 除 /ss 得 
1a3 Za 一 za (3. 8) 
_ 4 _ qs — lauis ~ Lz Uz3 
J Ls 
(3. 9) 
A 中 1 bs2 bs 一 Laizil 一 L32 z2 
Z3 二 一 一 二 一 一 一 
Lss Lss 


以 上 的 计算 过 程 称 为 消 元 过 程 。 消 元 过 程 结束 就 可 得 到 下 列 三 角形 线性 方程 组 


za17Z1 二 TWiT 十 zs 一 Zl 
| U22T2 十 Was Ts 一 22 (3. 10) 
U33T3 一 Z3 
简 记 为 UX=Z (3. 11) 
U1 Ulz Ui Zl Zl 
其 中 U= | 0 uz us| X= |z|, Z= |z 


数值 分 析 


一 丑 

ll 

而 zz 二 be Lz 2 
22 

bs 一 Ls %1 一 [sz 22 


六 二 
Lss 


la Laz {lss 
由 LZ 二 B,Z 一 UX 得 LUX = 二 B, 与 AX=B 比较 知 
A=IU (3. 14) 

可 见 , 消 元 过 程 实质 上 就 是 将 原 线性 方程 组 分 解 为 两 个 三 角形 线性 方程 组 LZ 二 B 和 UX=Z 
的 计算 过 程 。 两 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 均 为 三 角形 和 矩阵, 工 为 左下 三 角形 矩阵,U 为 右上 三 
角形 矩阵 ,在 数值 上 具有 关系 式 (3. 14) ,因此 消 元 的 计算 过 程 也 可 以 说 是 将 4 分 解 为 工 与 U 
的 计算 过 程 。 

1. 1.2 消 元 过 程 的 计算 公式 

根据 消 元 过 程 的 计算 顺序 和 运算 规律 ,可 以 列 出 它们 的 计算 公式 如 表 3. 1 所 示 。 表 中 各 
数值 元 素 的 计算 规则 归纳 如 下 。 

中 局, 凤 的 分 子 部 分 由 ar 减 去 若干 项 内 积 构成 ;而 z; 的 分 子 部 分 由 5; 减 去 若干 项 内 积 构 
成 。 为 说 明 起 见 ,以 与 为 例 说 明 其 分 子 部 分 中 若干 内 积 项 的 计算 规则 , 它 是 由 与 所 在 行 ( 即 ; 
行 ) 左 边 第 一 个 元 素 a( 记 为 左 1 ) 与 其 所 在 列 ( 即 7 列 ) 的 第 一 个 元 素 wj ( 记 为 顶 ) ,然后 左 ， 
( 即 lz) \` 顶 ， 〈 即 U2; ) , 左 ; \ 顶 :… 双 双 能 成 对 的 内 积 所 构成 。 至 于 2 与 Zi 分 子 部 分 中 所 含有 的 


它 可 以 改写 为 下 列 线性 方程 组 : 
| 六 1 2 = 
| Lzl 1 十 Lzz 2 一 bz (3. 12) 
alza 十 zazzs 十 Lasxs 二 bs 
简 记 为 IZ=B (3. 13) 
ll 0 0 
其 中 了 一 | 和 lz 1 


内 积 项 的 计算 规则 与 ;完全 相同 。 
@ 表 中 元 素 按 第 一 行 第 一 列 , 第 二 行 第 二 列 … 的 顺序 进行 计算 。 同 行 中 wi 的 分 母 均 为 
5; 同 列 中 ls 的 分 母 均 为 uj 。 | 
上 述 计算 规则 对 n 阶 线性 方程 组 同样 适用 ,其 一 般 计 算 公 式 可 表 为 
Qs 一 Sy 
y= (ii) (3. 15) 
Wj 
Qi 3 Lauy 
六 三 一 一 一 一 枚 雹 力 (3. 16) 
&— 5 Laz 
2 一 一 一 全 一 (一 1,2，……)7) C03, 17) 
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一 CQ23 — tal Wi 
L 


__ bs — Lz 1 
2 一 一 一 全 一 


UW23 
22 Ll22 


lzz( 择 定 》 


U33 一 (aa3 — L31 U13 一 Zazzas ) /Ls3 
G32 — Lal U12 i bs — La1 21 一 /az Zo 
— 一 一 
Uz2 Ls 


lsa《 择 定 ) 


1.1.3 回 代 计算 过 程 
在 她 及 (一 1 2,…70) 已 知 的 基础 上 ,可 建立 求解 并 的 三 角形 线性 方程 组 


zal21 十 Wi22Z2 十 … 十 zw 一 好 


Se 二 十 UmTn 一 之 2 (3. 18) 
UmTn = 
按 由 下 而 上 的 方程 次 序 解 出 Tn 9 Tn—l "TT 如 下 
Zn 
Xr 一 一 
Um 
Xa! 一 各 1 一 MrDnZn ， 
2 or-DGrD (3. 19) 
2 一 2 一 WU127Z2 一 11373 一 一 WinTo 
Wi1l 
= URTh 
或 Ti (i=an—l,",2,1) (3. 20) 
以 上 的 计算 过 程 称 为 回 代 过 程 。 


综 上 可 知 , 消 元 法 由 消 元 过 程 和 回 代 过 程 组 成 。 在 消 元 过 程 中 ,l; (i 二 1,2,…,n) 的 数值 
是 可 以 任意 取 定 的 ,对 于 上 值 的 不 同 取 法 就 产生 了 不 同 的 消 元 法 ,它们 选 值 的 不 同 会 影响 到 
计算 量 及 合 人 误差 的 大 小 。 常 用 的 有 以 下 三 种 消 元 法 。 


1.2 高 斯 消 元 法 
在 这 种 消 元 法 中 , 取 右 二 1Gi 二 1,2,…,n) ,相应 的 计算 公式 为 


PP 数值 分 析 
PE 


| 
Qi 一 Dlaus 


Uj 


i 
Us = a 一 >) lauy (i 之 7) 
、 k=1 


| (3. 21) 
zi = bi— Dy laze (i = 1,2,.,n) 
f=1 
Dy UTk 
而 吉 和 抽 一 一 G 一 7 一 1 2,1) 


例 3.1 用 高 斯 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 
一 23Zz1 十 llzxz 十 za 一 0 
1lzl 一 3zz 一 2zas 一 3 (3. 22) 
Xl 一 2zs 十 2x3 二 一 1 
解 ” 按 高 斯 消 元 法 的 计算 公式 (3. 21) 得 请. 、z; 的 数值 列 于 表 3. 2, 由 此 便 可 建立 以 下 
三 角形 线性 方程 组 z 
一 23zl 十 11zs 十 za 一 0 
2. 260 86zs 一 1.521 74zs 一 3 
1.019 24zs = 1. 019 21 


逐次 回 代 解 得 


_1.019 21 
3 1.019 24 


_3 一 (一 1.521 74) X0.999 97 
2. 260 86 


0 一 11X1.999 99 一 1X0. 999 97 
人 二 23 


表 3.2 


一 0. 999 97 
二 1. 999 99 


一 0. 999 99 


11 zz 一 一 3 一 (一 0.478 26) X11 
l=—23 uzs——2—(—0. 478 26) X1 zz 一 3 一 (一 0,478 26) X0 


=2, 260 86 
一 一 1].521 74 


= 一 0.478 26 | j=1 


1 一 2 一 (一 0.043 48) X11 zs 一 一 一 (一 4 
a j= 043.46) X11 (—0, 673 07) X (—1. 521 74) 
”一 23 2 2. 260 86 一 (一 0.673 07)X3 


一 一 0.043 48 一 一 0.673 07 一 0 2 =1.019 21 


l33=1 
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1.3 克 劳 特 消 元 法 


在 这 种 消 元 法 中 , 取 hl =af? 二 an ,lzz 一 4 好 ,ls3 a Fe 一 0 Dn ;相应 地 有 ui =1(i= 
2,…,n)。 计 算 公式 如 下 


(3. 23) 
2 一 一 一 全 一 (i = 1,2,..,n) 


Zi = rar (i = nn—1,.",2,1) 


例 3.2 用 克 劳 特 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 
2zi 十 3zs 十 4z3 一 6 
| 3Z1 十 5zz 十 2Xxs 二 5 
4zl 十 3zz 十 30za 一 32 
解 ” 按 克 劳 特 消 元 法 的 计算 公式 (3. 23) 建 立 1; .us 、z; 的 数值 表 3. 3。 按 表 值 列 出 以 下 三 
角形 线性 方程 组 


TXT? 一 8zs 一 一 8 
Ta 一 2 


解 得 zx3= 二 2,zz 二 一 8 十 8X2 二 8,z1 二 3 一 1. 5X8 一 2X2 二 一 13 


| A 十 |. 52Z? 十 2zs 一 3 


= 
2 


Wu: 
了 


1.4 平方 根 法 


本 法 是 针对 系数 和 矩 阵 为 对 称 的 线性 方程 组 设计 的 ,在 这 种 消 元 法 中 , 取 ;=u (i=1， 
2,…,n) ,由 于 线性 方程 组 具有 对 称 的 系数 矩阵 ,因此 az 一 az 。 在 这 种 情况 下 ,4 与 wj 的 数值 
如 表 3.4 所 示 。 


数值 分 析 


一 /ix 


一 Ga34 — Lalls1 CO— /a2 La2 = 
7 43 


由 表 3. 4 可 见 , 户 与 xz 相对 于 对 角 线 是 对 称 分 布 的 ,由 此 得 wj 二 L;;。 又 因 


1 区 1 
Ca 一 > lawn Ci 一 2720 
k=1 k=1 


i (i = 7) 


1l 
所 以 Bi =, /a — DL (3. 24) 
k=1 


由 于 右 的 数值 是 通过 根 式 来 计算 的 ， 因此 称 这 种 消 元 法 为 平方 根 法 。 平 方 根 法 的 计算 公式 如 
下 


Pam! pan | 
Uj 一 2) LaWy Qj Dlaln 
Pe k=1 ps k=1 


一 一 全 E (i>)) 
于 人 
li = a — DA (i=)) 
k=1 
| 村 (3. 25) 
bi— Dlazs 
Zi 一 ri (3 = | yy ,71) 
i D) os Zi > lezs 
4 


例 3.3 用 平方 根 法 解 线性 方程 组 
Xl 十 0. 42zz 十 0.54zx3 一 0.3 
42Zzi 十 Za 十 0.327zs 二 0.5 
0. 54zl 十 0. 32z; 十 Za 一 0.7 
解 ” 按 平方 根 法 的 计算 公式 (3. 25) 建 立 4 .wy 、z; 的 数值 表 3. 5。 按 表 值 列 出 以 下 三 角形 
线性 方程 组 


bt 十 0。 42x» 十 0. 54x3 一 .10., 3 
0. 907 52zs 十 0. 102 70zxs = 0.412 11 
0.835 37xs 一 0.593 36 
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解 得 zs 一 0. 710 30,z 一 0. 373 72,zi 一 一 0. 240 52。 
表 3.5 


lu =wWi=Y1= ui2 =L21 =0. 42 ui13=L31 =0. 54 


0.5 一 0.42X0.3 

= 一 一 4 7 

la2—uz2 = V 1 一 0. 42 xz 一 1 一 0.102 70 本 0, 907 52 
=0. 907 52 一 0. 412 11 


,= 2 eh 2 | _ /mm le 1 70X0.412 11 


=0. 102 70 =0. 835 37—uss 一 0.593 36 


在 采用 平方 根 法 的 求解 过 程 中 , 当 根 式 内 的 数值 及 之 0 时 , 则 全 为 实数 ;但 当 根 式 内 的 
某 些 数值 有 <0 时 ,三 为 虚数 , 则 以 下 的 运算 要 按 复数 运算 规则 进行 。 


1.5 追赶 法 


在 实际 问题 中 ,如 样 条 插值 及 常 微分 方程 边 值 问题 的 数值 解 中 ,都 会 遇 到 求解 三 对 角 线 形 
的 线性 方程 组 ， 


bixi 十 ciZs = di 
C221 十 DoT 十 cas = d; 
bap i 十 csZ4 ds (sg 
Qnr 十 DT 十 co = dni 


aaZr1 十 pozr = dn 
这 个 线性 方程 组 可 应 用 克 劳 特 消 元 法 求解 之 。 
1.5.1 已 , 呈 的 数值 计算 公式 
将 克 劳 特 消 元 法 的 计算 公式 应 用 于 方程 组 (3. 26) 可 得 


C1 
i 大 0 0 i 0 
11 
C2 
pa 一 az lz = bs — azuiz Wz3 一 7 0 
22 
0 
7 Zeo-Dbo-D 一 = 
(一 DG 一 2) 一 dn—l Un-Dn 一 7 


太一 Ga 一 12 ns—2) a 1) LD 


0 dat 0 La = GQ ln = br — Qtllcn_ Dn 


数值 分 析 


Li 一 Qi (i = 2,3,°",n) 


这 里 li = bi — aiu Di (i 一 1,2,°",n) ,al 一 Wol 一 0 (3. 27) 
ii 一 下 (i = 1,2,°*,n—1) 


1. SS 2 Zi 的 数值 计算 公式 
根据 上 述 与 的 数值 可 建立 如 下 关系 式 
lz1 一 di 
Qz2Z1 十 L222 一 ds 
aaz2 十 /33zs 一 ds (3. 28) 
Qn 1%n2 十 Lo Do D zol 一 do 
Ca 之 zi 十 Lin = dn 
Z1 一 di/l 
zz = (d; — azz1) /lz 


解 得 Z3 一 (ds — asxz ) /las (3. 29) 


Zr 1 一 (dri 一 Cr 1 Zn 2) /ln Do) 
ws 一 (d, 一 Cazr 1 ) /lm 


或 zi = 生 一 2 人 一 1,2,…7)，2o 一 al 一 0 (3. 30) 


1.5.3 xi 的 数值 计算 公式 
根据 上 述 wi 的 数值 可 建立 如 下 关系 式 
ZI 十 WisXz 一 好 
Tz 二 UzsTs 一 22 
(3. 31) 
Tnel 十 WorDnzn = Znl 
Tn 一 Zn 
X12 U2 
Xz 一 Z2 U23T3 
解 得 , (3. 32) 
Tel 一 nl Un DnTn 
Tn = Zn 
或 Ti = i — Widitl) Ti (一 17 一 1 2)1) (3. 33) 
以 上 求解 三 对 角 线形 线性 方程 组 的 解法 称 为 追赶 法 。 其 中 的 消 元 过 程 称 为 追 过 程 ;而 回 
代 过 程 称 为 赶 过 程 。 
例 3.4 用 追赶 法 解 下 列 线性 方程 组 
一 2zl 十 2 一 一 2 
| 21 一 2zz 十 Za 一 1 


2Z2 一 2z3 一 一 人 
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解 ” 按 式 (3. 27) 计 算得 数值 表 3. 6。 


wn = 一 十 5——0. 666 67 


i La 一 一 2 一 1X( 一 0. 666 67)=1. 333 33 


按 式 (3. 28) 建 立 如 下 方程 组 


Di 2z1 一 -一 2 
| 221 一 1. BE 二 1 


zz — 1.333 33zs 一 一 4 
解 得 1 二 1,zz 二 0,zs 二 3.000 01 
再 按 式 (3. 31) 建 立方 程 组 


ZX1 一 0. x2 = 让 
| Xz 一 0.666 67zs 一 0 


xs 一 3. 000 01 
解 得 zs 二 3. 000 01,zz 二 2. 000 02,zs 一 2.000 01 


1.6 消 元 法 的 应 用 条 件 


为 保证 消 元 法 的 运算 过 程 顺 利 进行 ,由 消 元 法 的 计算 公式 可 见 ,必须 要 求 计算 公式 中 的 分 
母 不 等 于 零 , 即 要 求 庄 夭 0,w 天 0( 一 1,2,…，72) 。 否 则 上 述 情况 出 现时 ,在 电子 数字 计算 机 上 
因 分 母 为 零 而 导致 计算 过 程 中 断 。 为 此 ,我 们 来 推 证 户 夭 0,xa 天 0 所 应 满足 的 条 件 。 

定理 3.1 若 4 的 各 阶 主子 式 均 不 为 零 , 即 


Q11 C12 Q13 
QW11 C12 


|41|= laun|0,|4;|= , 关 0,|A4;|= 0,…,|A,|= |A| 关 0 


Q21 Ud22 U23 


21 Q22 
U31 GQ32 Qa3 


(3. 34) 
时 , 则 如 去 0,ws 去 0Ci 二 1,2,…,n)。 
证 :由 前 知 , 消 元 法 的 计算 过 程 实质 上 就 是 将 4 转化 为 LU 乘积 的 过 程 。 若 4 可 转化 为 
LU, 则 其 各 阶 主子 矩阵 4;(i 二 1,2,…,n) 均 能 转化 成 相应 阶 的 积 LU;, 即 有 
A! =LiU! = Lin [Lun] 


A, =LU, = lL OllW wiz 
lz Lz 0 UW22 


数值 分 析 


Li WU ZI12 ?Win 
A,=LU, = I0= | ‘2 线 (3. 35) 
: 0 
bn ng oe Ln Um 
于 是 有 |Ai | = lun 
| 4; | = llzaun wz 一 14， | Lz2 U22 
|As | = Lilzo lau uz uss 一 |As | lsts (3. 36) 


|4, | 一 14 | LmUm 

据 定理 3. 1 条 件 ,由 |A4i | 关 0, 可 推 知 1 关 0,wun 关 0; 由 |Ai | 关 0、 |4s | 关 0, 可 以 推 知 lz 关 0， 
zz22 天 0; 由 | 4， | 天 0、 |4; 关 0, 可 以 推 知 ZL3 天 0,zxss 天 0… 由 14,，， | 么 0、 | 4。 | 关 0, 可 以 推 知 [天 
0,zw 天 0。 (证 毕 ) 

定理 3.2 着 4 为 实 对 称 正定 和 矩阵, 则 6i 关 0,wj 关 0(i= 二 1,2,…,n)。 

证 : 因 实 对 称 正定 矩阵 4 为 正定 的 必要 且 充 分 条 件 是 4 的 各 阶 主子 式 都 大 于 零 , 即 

[41|>0,|4:|>0,.…,|A,|>0 (3. 37) 

显然 满足 定理 3. 1 的 条 件 (3. 34) , 即 |4; | 了 0(i 一 1,2,…,n) ,因此 定理 3. 2 得 证 。 

当 线 性 方程 组 的 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 且 采 用 平方 根 法 求解 时 , 则 必 有 及 守 0(i 二 1， 
2,…,n)。 这 是 因为 

0 过 | |== [lj[h]= 锦 


ln 0]f ha 
0 4: | 一 
as| I 4 E | 


0 过 | 4 | 一 在 庚 …0 Do 故 尼 之 0 
因此 在 求解 过 程 中 不 可 能 出 现 复 数 运算 的 现象 。 
定理 3.3 若 4 为 严格 对 角 占 优 矩 阵 , 则 Ls 尖 0,ws 了 关 0(i 一 1,2)*…,n)。 
证 :所 谓 严 格 对 角 占 优 和 矩阵, 指 的 是 其 对 角 线 上 元 素 的 绝对 值 大 于 同行 上 其 余 元 素 绝对 值 
之 和 的 矩阵 , 即 满足 以 下 不 等 式 


lasl> le) GG=1,2,.,n) (3. 38) 
j=1 


lal Lz2 


ln Za 
0 lzz 


二 而 启 ,所 以 访 汪 0 


ji 
的 矩阵 。 在 这 种 情况 下 ,4 的 各 阶 主子 矩阵 4; .4 、…、4, 亦 均 是 严格 对 角 占 优 矩 阵 , 据 阿达 
玛 定理 知 ,各 阶 主子 式 |4， | 天 04G 一 1，2，……72) , 据 定理 3， 1, 证 得 li 0, us #0 (i=1,2,.,n)。 


下 面 附 证 阿达 玛 定理 。 
阿达 玛 定理 了 阶 主子 式 |4-| 天 0 的 一 个 充分 条 件 是 下 述 严格 对 角 占 优 条 件 
| [> DD Jo | (i = 1,2,%,7) (3. 39) 
元 | 
成 立 。 


证 :用 反 证 法 证 明之 ,假设 |4.| 一 0, 则 线性 方程 组 4, 和 一 0 有 非 零 解 a1 ,a ,… ,a,。 设 


|w | = max(|ol ,ojwl) 
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则 a 满足 下 式 


CQ Dawe 了 
2 


(3. 40) 


lan [< 3 la | 
式 (3. 40) 与 式 (3. 39) 条 件 矛 盾 ， 故 假设 |4, |=0 ey 


$ 2” 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 


前 述 的 消 元 法 中 ,未 知 量 是 按 出 现在 方程 中 的 自然 顺序 消去 的 ,用 来 消去 其 他 方程 式 中 未 
知 量 的 方程 亦 是 按 顺 序 取 定 的 ,所 以 又 叫 顺序 消 元 法 。 实 际 计算 已 发 现 有 以 下 缺点 。 以 高 斯 
消 元 法 为 例 , 消 元 过 程 中 可 能 出 现 ww 一 ag? 一 0 的 情况 , 则 在 计算 乘 数 li 一 a? /un (i 二 十 
1,& 十 2,*… ,1) 时 发 生计 算 中 断 现 象 。 即 使 xu 天 0, 但 当 其 值 甚 小 时 ,就 会 使 乘 数 | 及 | 六 1 而 导 
致 合 人 误差 的 严重 扩大 。 因 此 在 消 元 法 的 应 用 条 件 中 要 求 A 的 各 阶 主子 式 不 为 0, 以 保证 
xz 天 04G 一 1, 2 2)。 而 线性 方程 组 的 解 存在 唯一 只 需 |4| 天 0 已 够 ,上 述 要 求 完全 是 方法 本 
身 在 使 用 上 的 限制 所 造成 的 。 下 面 叙述 的 主 元 素 法 就 是 针对 以 上 计算 问题 而 提出 的 解决 方 
法 ,最 常用 和 最 有 效 的 主 元 素 法 有 列 主 元 素 法 和 全 主 元 素 法 。 


2.1 列 主 元 素 法 


在 消 元 过 程 中 ,为 排除 出 现 ww 二 0 而 导致 的 障碍 ,可 以 简单 地 通过 交换 方程 次 序 的 办 法 
来 解决 。 即 将 a#? 隆 0 所 在 的 方程 与 如 所 在 的 方程 ( 即 第 & 个 方程 ) 进 行 交换 。 经 这 样 交换 
后 , 便 可 获得 新 的 不 为 0 的 ww 值 ,以 下 便 可 继续 实现 消 元 计算 。 在 消 元 计算 中 为 使 合 人 误差 
减 小 ,就 应 使 乘 数 |Aaz | 值 尽量 地 小 ,这 就 是 说 ,应 在 列 元 素 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 作 为 新 
的 uw 值 ,这 个 绝对 值 最 大 的 元 素 称 为 主 元 素 。 从 以 上 分 析 , 不 难得 出 以 下 方程 交换 的 原则 ;应 
在 & 列 中 将 主 元 素 所 在 的 方程 与 第 & 个 方程 进行 交换 ,使 主 元 素 位 于 第 个 对 角 线 位 置 上 。 
我 们 把 这 种 使 用 主 元 素 的 消 元 法 称 为 列 主 元 素 法 。 下 面 举例 说 明之 。 

例 3.5 用 列 主 元 素 法 解 下 列 线性 方程 组 

在 一 19za 一 2zs 一 3 


Zi 十 40zs 十 zs 一 4 (3. 41) 
Zi 十 4zz 十 5xzs 一 5 
解 首先 从 方程 组 (3. 41) 的 第 一 列 系数 10, 一 20,1 中 选 出 绝对 值 最 大 的 元 素 一 20 作为 
该 列 的 主 元 素 ,交换 第 一 、 二 两 个 方程 的 位 置 使 该 主 元 素 位 于 对 角 线 的 第 一 个 位 置 上 ,得 到 
zi 十 40zz 十 Zs 二 4 
I 一 19z; 一 223 一 3 (3. 42) 
2Z1 十 4zs 十 57zs 一 5 
计算 乘 数 


保持 (3. 42)1 不 变 , 消 元 得 


(3. 42)， — Lzl (3, 42)1 0 十 2 一 1. 5.Z3 三 堆 
1 (3. 43) 


(3. 42)3 — La1 (3. 42)1: 0 十 [6| zz 十 5.05zs 一 5.2 

从 方程 组 (3. 43) 的 第 二 列 系数 1,6 中 选 出 绝对 值 最 大 的 元 素 6 作为 该 列 的 主 元 素 , 交 换 

第 二 ,三 两 个 方程 的 位 置 使 该 主 元 素 位 于 对 角 线 的 第 二 个 位 置 上 得 
人 zz 十 5.05zs 一 5.2 


my = 1 ds = 


(3. 44) 


计算 乘 数 
i 于 = 0.166 67 


保持 (3. 44)1 不 变 , 消 元 得 
(3. 44)。 — Lz (3. 44)1: 0—|2. 341 68| zs = 4. 133 32 (3. 45) 
最 后 ,在 第 三 列 系数 中 选 主 元 素 , 它 就 是 一 2. 341 68, 这 时 方程 中 只 含有 一 个 变量 za , 消 元 
过 程 结 束 。 联 立 主 元 素 所 在 的 方程 得 
一 20zi 十 40zz 十 Zas 一 人 
| 十 5.05zs 一 5.2 (3. 46) 
—2.341 68zs = 4.133 32 
逐次 回 代 求 解 (3. 46) 得 
zs 一 一 1.765 11， zz 一 2.352 30, zi = 4.416 34 


2.2 全 主 元 素 法 


如 果 不 是 逐次 按 列 选 主 元 素 , 而 是 在 全 体 待 选 的 系数 中 选取 主 元 素 , 则 得 全 主 元 素 法 。 其 
求解 过 程 以 下 例 说 明之 。 

例 3.6 用 全 主 元 素 法 解 例 3. 5。 

解 ” 首 先 在 线性 方程 组 


— 20Zx1 十 [do0] Za 十 Ta 一 4 
ZI1 十 4zs 十 5zs 一 5 
的 所 有 系数 中 取 绝 对 值 最 大 的 元 素 40 为 主 元 素 ,并 交换 第 一 二 方程 和 交换 第 一 、 二 列 使 该 主 
元 素 位 于 对 角 线 的 第 一 个 位 置 上 得 
XxX; 一 20zl 十 Za 一 4 


一 19z? 一 2z3 一 3 


Ye 19x» 十 10z1 nh 2x3 Ee (3., 47) 
4z» 十 wl 十 5Xs 看 
计算 乘 数 


Rt | 


40 40 
保持 (3. 47)' 不 变 , 消 元 得 
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(3.47); — Lz1 (3. 47)1: 0 十 0. 5zil 一 1.525zs 一 4.9 
1 (3. 48) 


(3. 74)s 一 13 (3. 47)1: 0 十 3z 十 [49] x3 = 二 4.6 
从 方程 组 (3. 48) 的 所 有 系数 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 4. 9, 交 换 第 二 ,三 两 个 方程 和 交换 

第 二 ,三 列 使 该 主 元 素 位 于 对 角 线 的 第 二 个 位 置 上 得 
Eee 


一 1.525zs 十 0.5zl 一 4.9 


(3. 49) 


计算 乘 数 


本 = 5 一 一 0.311 22 


保持 (3. 49)1 不 变 , 消 元 得 
(3. 49)2 — L3z (3. 49)1 z1 = 6. 331 61 (3. 50) 
最 后 取 (3. 50) 中 的 1. 433 66 为 主 元 素 , 消 元 过 程 结 束 。 联 立 主 元 素 所 在 的 方程 得 
40zs — 20z1 十 Xs3 二 4 
| 9zs 十 3z 一 4.6 (3. 51) 
1. 433 66z1 = 6. 331 6 
逐次 回 代 求解 式 (3. 51) 得 
x1 一 4.416 40， 一 一 1.765 14， zs = 2.352 33。 
采用 主 元 素 法 不 仅 在 消 元 过 程 中 可 以 减 小 舍 人 误差 ;而 且 在 回 代 过 程 中 ,由 于 采用 数值 较 
大 的 主 元 素 作 分 母 , 同 样 可 以 减 小 除法 运算 的 误差 。 因 此 主 元 素 法 具有 良好 的 数值 稳定 性 ,其 
中 全 主 元 素 法 的 精度 优 于 列 主 元 素 法 , 因 在 主 元 素 法 每 一 步 均 要 选取 主 元 素 , 这 会 增加 工作 
量 。 但 在 列 主 元 素 法 中 , 因 选 取 主 元 素 的 范围 有 限 且 对 换 方程 的 次 序 并 不 改变 方程 的 同 解 性 ， 
与 一 般 的 高 斯 消 元 法 比较 ,其 增加 的 运算 量 不 大 。 与 列 主 元 素 法 相 比 ,全 主 元 素 法 选取 主 元 素 
的 范围 较 大 , 除 方程 间作 对 换 外 , 还 要 进行 列 交换 , 列 交换 后 ,未 知 量 的 次 序 亦 作 了 对 换 , 这 就 
需要 记录 下 列 交换 的 序号 ,以 便 在 计算 过 程 结束 后 恢复 原来 未 知 量 的 序号 ,其 增加 的 工作 量 和 
程序 设计 的 难度 更 大 于 列 主 元 素 法 ,这 就 是 一 般 多 采用 列 主 元 素 法 的 重要 原因 。 


$ 3 ”关于 结果 精度 的 检验 


由 于 实际 问题 中 所 提供 的 数据 (系数 矩阵 和 右 端 项 的 元 素 ) 一 般 含 有 观测 误差 ;有 的 数学 问 
题 中 的 系数 矩阵 和 右 端 项 的 元 素 是 前 面 计算 的 结果 ,也 会 引入 误差 ;最 后 将 数据 输入 计算 机 中 进 
行 数 制 转换 也 会 引入 舍 人 误差 。 原 始 数据 的 这 些 误差 均 会 使 线性 方程 组 的 精确 解 发 生变 化 。 在 
直接 法 的 计算 模型 中 ,由 于 使 用 的 方法 是 精确 的 ,因此 不 存在 方法 误差 。 而 计算 模型 数值 解 的 舍 
人 误差 则 由 两 类 运算 误差 构成 。 一 类 舍 人 误差 由 计算 公式 中 分 子 部 分 的 内 积 型 (a6;) 运算 生 
成 ; 男 一 类 舍 入 误差 由 除法 运算 生成 。 它 们 在 计算 过 程 中 经 传递 和 累积 形成 结果 的 舍 人 误差 。 目 
前 已 有 对 舍 人 误差 的 一 些 估计 公式 ,一 般 都 偏 大 ,不 切实 用 ,实际 上 不 会 去 应 用 它 。 应 该 指出 ,要 完 
”全 天 清楚 它 并 不 是 一 件 容易 的 事情 。 下 面 仅 对 结果 的 精度 检验 进行 一 些 粗 略 的 分 析 与 讨论 。 


3.1 残 差 法 
我 们 可 把 具有 误差 数据 的 线性 方程 组 视 为 参数 模型 ,在 用 直接 法 求 得 上 述 线性 方程 组 的 


近似 解 处 后 ,那么 这 个 近似 解 与 参数 模型 精确 解 之 间 究 竟 相 差 多 少 ? 这 个 问题 很 难 定量 地 回 

答 , 因为 并 不 知道 上 述 精 确 解 的 数值 是 多 大 。 因 此 只 能 通过 一 些 间接 的 方式 来 估计 。 最 简单 
的 估计 办 法 是 把 近似 解 处 代 人 原来 方程 组 去 求 出 所 谓 “ 残 差 ”( 残 余 或 余 量 )r 

r=B—AX (3. 52) 

如 果 r 的 每 个 分 量 7; 都 是 小 量 ,那么 ,一 般 就 认为 近似 解 是 相当 准确 的 ,否则 认为 是 不 准 

确 的 。 这 种 方法 简单 ,运算 量 少 ,对 大 多 数 实际 问题 也 还 是 很 可 靠 的 。 其 缺点 是 从 残 差 的 大 小 

无 法 定量 地 确定 近似 解 究 竟 有 几 位 是 准确 的 ,所 能 得 出 的 只 是 近似 解 准确 与 否 的 一 个 粗略 概 

念 。 此 外 ,这 样 的 概念 对 于 线性 方程 组 在 病态 情况 下 是 不 可 靠 的 。 例 如 ,我 们 考虑 下 列 方程 组 


0.216 1 0.144 1| rz 0.1440 
| 上 = (3. 53) 
hb 296 9 0.864 | Zs 0. 864 2 
如 果 以 五 王 0. 991,zs 二 一 0. 487 0 代入 (3. 53) 中 ,将 得 到 残 差 


_ [= 0.000 000 01 
加 0. 000 000 01 


显 见 , 按 照 上 述 残 差 的 大 小 可 以 认为 在 取 小 数 后 四 位 数字 情况 下 近似 解 已 足够 精确 了 。 然 而 ， 
这 一 方程 组 的 精确 解 却 是 m 一 2,o 一 一 2。 这 就 说 明 , 尽管 残 差 已 经 很 小 ,近似 解 的 精度 还 可 
能 很 差 。 如 果 把 (3. 53) 中 的 右 端 项 稍微 变化 一 点 , 改 为 

~ [0.144 000 01 

站 上 864 199 | 

则 精确 解 由 a 二 2,a = 一 2 变 为 前 述 的 五 一 0. 991,7z, 一 一 0, 487 0。 这 里 , 右 端 项 的 微小 变化 
引起 了 参数 模型 精确 解 的 巨大 变化 ,因此 线性 方程 组 (3. 53) 具 有 “病态 ”性 。 按 残 差 法 来 判断 
近似 解 精 确 度 的 办 法 对 于 病态 线性 方程 组 来 说 一 般 是 不 可 靠 的 。 在 线性 方程 组 为 病态 情况 
下 ,由 于 数据 的 含 人 误差 对 参数 模型 精确 解 具 有 较 大 的 影响 ,一般 可 采用 高 精度 计算 来 削弱 其 
病态 的 程度 。 


3.2 类 比 法 


另 一 种 衡量 近似 解 精度 的 办 法 是 用 类 比 法 判定 它 的 有 效 数 位 数 。 方 法 是 先 任 取 一 个 已 知 

向 量 Z, 用 较 多 的 位 数 计算 出 向 量 B=AZ, 再 以 BB 为 右 端 项 ,建立 线性 方程 组 
4 有 二 8B (3. 54) 

按 某 种 直接 法 求解 (3. 54) 的 数值 解 ,如 果 计 算 过 程 无 伟人 误差 ,下 应 与 Z 相等 。 但 因 求 
解 过 程 中 有 舍 信 误差 的 积累 ,使 哇 与 Z 间 有 差异 ,这 种 差异 可 用 及 与 Z 相 一 致 的 有 效 数字 位 
数 来 度量 ,这 样 既 可 把 及 与 Z 各 分 量 中 相符 合 的 最 少 位 数 NN 取 定 为 该 直接 法 数值 解 可 能 达 
到 的 有 效 数字 位 数 。 

对 于 4X 一 中 按 上 述 相同 的 直接 法 求解 时 ,一 般 认 为 含 人 误差 对 结果 的 影响 是 相同 的 , 因 
此 所 得 的 数值 解 的 有 效 数位 可 按 NN 来 取 定 。 这 种 方法 比较 可 靠 , 能 获得 近似 解 有 几 位 有 效 数 
字 的 一 个 数量 概念 ,缺点 是 计算 量 大 。 
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习题 三 
用 高 斯 消 元 法 解 下 列 方程 组 
32z1 十 2zs 十 5zs 一 6 
| 十 4ze 十 3zs 一 5 
Xi 一 Xz 十 3T3 二 1 
用 克 劳 特 消 元 法 求解 下 列 方程 组 
321 一 Za 十 4zas 二 7 
| 十 2zs 一 2zs 二 一 1 
2z1 一 3z? 一 2zs 一 0 
用 平方 根 法 解 下 列 方程 组 
32z1 一 Zz 十 2zs 一 7 
= 十 2zs 一 2x3 一 一 1 
2zi 一 2zs 十 4zs 一 0 
用 列 主 元 素 法 和 全 主 元 素 法 解 方程 组 
32z1 一 Z2 十 4zas 一 3 
= 十 2x2 一 2zx3 二 2 
2zl — 3x2 — 2x3 一 一 5 
用 追赶 法 解 下 列 方程 组 
2zl 一 Za 一 0 
一 2 十 2zz 一 Za 一 1 
一 Xs 十 2X3 一 X4 二 0 
一 Za 一 224 一 2.5 


用 平方 根 法 解 


421 十 5zs 一 4zs 一 3 
82z1 Sy 4zz 十 22z3 一 10 
用 追赶 法 解 方程 组 AX==B, 其 中 


| 十 4zs 十 8xs 一 一 4 


2 一 ! 
一 1 分 一 工 0 
一 1 2 一 1 
一 1 人 
一 1 2 一 1 
0 一 1 2 


凶 
| 
Oooooor. 
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线性 方程 组 是 联 立 方程 组 的 一 种 特殊 类 型 的 方程 组 , 联 立方 程 组 和 迭代 解法 的 基本 思想 和 
方法 完全 适用 于 线性 方程 组 的 情况 。 在 下 面 的 算法 分 析 与 讨论 中 ,经 常 要 过 到 向 量 范 数 、 矩 阵 
范 数 以 及 序列 极限 等 概念 。 为 此 ,首先 介绍 这 方面 的 一 些 基本 知识 。 


$ 1 向 量 范 数 .矩阵 范 数 . 谱 半径 及 有 关 性 质 


向 量 范 数 是 用 来 度量 向 量 长 度 的 , 它 可 以 看 成 是 解析 几何 中 二 三 维 向 量 长 度 概念 的 推 

广 。 
定义 4.1 对 任 一 向 量 科 ER”, 按照 一 定 规则 确定 一 个 实数 与 它 对 应 ,该 实数 记 为 |X|， 

若 |Xl 满 足下 面 三 个 性 质 ， 

@ 1 和 宕 0;1 上 X==0 当 且 仅 当 天 一 0; 

@ 对 任意 实数 a,|aX| 一 |a|1X|; 

图 对 任意 向 量 下 ,YER" ,| 和 X 十 7 上 志 | 关 | 十 上 Y|。 则 称 该 实数 1XX| 为 向 量 系 的 范 数 。 

在 R" 中 ,常用 的 几 种 范 数 有 : 


1 = |al+ lzzl+…+ lz|= 2 1zil (4. 1) 
1 一 1 
1Xl: = YR 二 及 十 十 及 一 (2728) (4.2) 
:一 1 
[Xl = maxf| za , |r), ||)= max( |z:|} (4. 3) 


式 中 9 1 ?9T2 9 分 别 是 六 的 个 分 量 。 以 上 定义 的 范 数 分 别称 为 1 一 范 数 ， 2 一 范 数 和 
co 一 范 数 。 可 以 验证 它们 都 是 满足 范 数 性 质 的 ,其 中 上 XI 是 由 内 积 导出 的 向 量 范 数 。 这 些 
范 数 都 是 p 范 数 


下 工 
| 区， = ( | zi 上) (4. 4) 


的 特例 。 当 不 需要 指明 哪 一 种 向 量 范 数 时 ,就 用 记号 | 。| 泛 指 任何 一 种 向 量 范 数 。 

有 了 向 量 的 范 数 ,就 可 以 用 它 来 衡量 向 量 的 大 小 和 表示 向 量 的 误差 。 设 & 为 4X=B 的 精 
确 解 , 徐 为 其 近似 解 , 则 其 绝对 误差 可 表示 成 |X 一 a ,其 相对 误差 可 表示 成 |X 一 el /lal 或 
Ix—el /lxl. 

从 向 量 范 数 出 发 ,还 可 以 定义 矩阵 的 范 数 。 和 矩阵 范 数 是 用 于 表示 和 矩阵 “大 小 ”的 量 ,类 似 于 
问 量 范 数 ,可 以 定义 n 阶 方 阵 A 的 范 数 。 

定义 4.2 设 4 为 ” 阶 方 阵 , 若 对 应 的 非 负 实数 |4| 满 足 ， 

@ 141>0; 41 一 0 当 且 仅 当 4 一 0 时 ; 

@ 对 任意 实数 a,|ah|==|al14|; 

© |4+Bl<IAl+IBl; 


第 四 章 ” 解 线性 方程 组 的 渤 代 法 


@ |4B|<|AllBl. 
其 中 也 也 是 z 阶 方 阵 , 则 称 |4| 为 矩阵 4 的 范 数 。 
以 上 前 三 条 性 质 是 与 向 量 范 数 类 似 的 ,第 四 个 性 质 则 是 矩阵 乘法 特点 所 要 求 的 。 
在 矩阵 计算 中 ,矩阵 与 向 量 的 乘积 经 常 出 现 ,因此 需要 把 向 量 范 数 和 和 矩阵 范 数 联系 起 来 考 
虑 。 设 R" 中 规定 的 向 量 范 数 为 | X|。, 在 Rex" 中 规定 的 矩阵 范 数 为 14|s, 要 求 向 量 范 数 与 抵 
阵 范 数 满足 以 下 不 等 式 
14xl. < lAlslXl. (4. 5) 
当 以 上 不 等 式 成 立时 , 便 称 矩阵 范 数 |4|。 和 向 量 范 数 |X|。 相 容 。 
当 定义 一 种 矩阵 范 数 时 ,应 当 使 它 能 与 某 种 向 量 范 数 相 容 。 在 同一 个 问题 中 要 同时 使 用 
矩阵 范 数 和 向 量 范 数 时 ,这 两 种 范 数 应 当 是 相 容 的 。 现 在 给 出 一 种 定义 矩阵 范 数 的 方法 。 
定理 4.1 设 在 Re 中 给 定 了 一 种 向 量 范 数 ,对 任 一 阶 方 隆 和 A, 令 
141= max14X| (4. 6) 


IIxl=1 
则 由 式 (4. 6) 所 定义 | 。 | 是 一 种 矩阵 范 数 ,并 且 它 与 所 给 定 的 向 量 范 数 相 容 。( 证 明 略 ) 
称 式 (4. 6) 所 定义 的 矩阵 范 数 为 从 属于 给 定向 量 范 数 的 矩阵 范 数 。 这 种 矩阵 范 数 实际 上 
就 是 把 矩阵 看 成 是 R* 上 线性 变换 的 算 子 范 数 ,所 以 称 为 矩阵 的 算 子 范 数 或 由 向 量 范 数 导 出 
的 矩阵 范 数 。 由 式 (4. 6) 可 看 出 ,任何 一 个 算 子 范 数 , 当 4 为 单位 矩阵 时 , 必 有 | 下 一 1, 这 是 算 
子 范 数 的 必要 条 件 。 对 于 给 定 的 向 量 1 一 范 数 、2 一 范 数 及 oo 一 范 数 ,可 以 证 明 从 属于 它 的 矩 
阵 范 数 分 别 为 


14 = m2 | a5 | (4.7) 
141 = vis AA) (4. 8) 
141。 = 2 | az | (4. 9) 


式 中 ,XmwxCAA) 表 示 甜 阵 A4 的 最 大 特征 值 。 请 读者 回忆 , 当 4-! 存 在 时 ,和 矩阵 A/4 是 正定 的 
对 称 矩 阵 ,其 特征 值 全 为 正 ; 当 A”! 不 存在 时 ,A'4 是 半 正 定 矩 阵 ,其 特征 值 非 负 。 而 |4|。 是 
4 的 行 向 量 中 1 一 范 数 的 最 大 值 ,简称 行 范 数 ;|4|: 则 是 4 的 列 向 量 中 1 一 范 数 的 最 大 值 , 简 
称 列 范 数 。 

除 以 上 三 种 常用 的 矩阵 范 数 外 ,还 有 一 种 常用 的 矩阵 范 数 , 就 是 


lAls =,./ 20 (4. 10) 
i,j=1 


称 |Als 为 4 的 F 一 范 数 (Frobenius 范 数 ) ,因为 | 了 ;= 二 Vn, 所 以 它 不 是 算 子 范 数 ,但 也 满足 矩 
阵 范 数 定义 的 四 个 条 件 , 可 以 证 明 它 与 向 量 范 数 中 的 2 一 范 数 相 容 , 即 
14X1 < |Alrl Xl; (4. 11) 
综 上 可 知 ,矩阵 的 从 属 范 数 必 与 给 定 的 向 量 范 数 相 容 , 但 是 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 相 容 , 却 未 必 
有 从 属 关系 。 
有 了 范 数 的 概念 ,就 可 以 来 叙述 收敛 的 问题 。 
定义 4.3 对 于 R" 中 的 向 量 序列 (X% ) ,如 果 : 
liml Xx® 一 XX|=0 (4. 12) 


数值 分 析 


则 称 向 量 序列 {和 X® } 收 敛 于 R" 中 的 向 量 XX。 
定义 4.4 对 于 nn 阶 方 阵 序列 (A ) ,如 果 
lim|A® 一 4|=0 (4. 13) 
则 称 和 矩阵 序列 {4% } 收敛 于 对 阶 方 阵 4。 
式 (4. 12) 有 时 亦 表 为 


limX® =X (4. 14) 
同样 , 式 (4. 13) 有 时 亦 表 为 
limA® 一 人 (4. 15) 
从 上 面 定 义 可 以 直接 推出 下 面 定理 。 
定理 4.2 R" 中 的 向 量 序列 {和 X* } 收敛 于 R" 中 的 向 量 天 的 必要 充分 条 件 是 
limzy™ = Zz; (7 = 1,2,°",n) (4. 16) 


式 中 ,xz 和 二 分 别 表 示 和 “和美 中 的 第 ; 个 分 量 。 定 理 说 明 ,R" 空间 中 向 量 序列 的 收敛 可 
以 归结 为 各 坐标 分 量 的 收敛 。 
定理 4.3 n 阶 方 阵 序列 (A® ) 收敛 于 阶 方 阵 4 的 必要 充分 条 件 是 
lima® 一 dy (7 = 1,2,.*,n) (4. 17) 
这 个 定理 告诉 我 们 ,矩阵 序列 的 收敛 也 可 归结 为 对 应 元 素 序列 的 收 伍 。 
定义 4.5 设 n 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 4:(i= 二 1,2,…,n) , 则 称 


0(A) = max | | (4. 18) 
为 矩阵 A 的 谱 半 径 。 
对 于 任何 一 种 具有 相 容 向 量 范 数 的 矩阵 范 数 |4| 成立 不 等 式 
oA) 委 |14| (4. 19) 
这 是 因为 矩阵 4 的 任 一 特征 值 4; 与 其 对 应 的 特征 向 量 科 ; 间 有 关系 式 
AX; = A.X; 


两 端 取 范 数 ,再 利用 性 质 (4. 5) 得 
LELAND.AE< .Yb.a| 
由 于 入: 取 0; 则 | 和 | 隆 0, 所 以 |4;| 志 上 41, 故 
cc4) < 1A 
下 面 只 考虑 具有 相 容 向 量 范 数 的 矩 阵 范 数 , 上 式 说 明 , 和 矩阵 4 的 谱 半 径 不 超过 它 的 任何 一 种 
范 数 , 即 14| 是 4 的 特征 值 的 上 界 。 对 于 矩阵 4 的 2 一 范 数 有 以 下 定理 。 
定理 4.4 如 果 AER"x", 则 


@ |A4|:= vir HA) = oAA) (4. 20) 
@@ 车 4 为 对 称 和 矩阵 , 则 
141: = p(A) 


证 显然 44 是 对 称 矩阵 ,对 任何 里 ER" ,| 4 和 人 一 (4XD7 CA4X) 一 生 (44)XX 
而 |4X 上 守 0, 所 以 (4 和 4)X 二 0, 即 4'4 是 对 称 半 正定 矩阵 。 令 4 人 4 的 特征 值 为 
和 宇 加 宇 "… 宇 加 宇 0 
则 它们 均 大 于 等 于 零 。 记 对 应 的 标准 正 交 特征 向 量 为 ea ,e;,…,e, 并 取 为 R" 的 一 个 基底 , 设 
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44ei 一 iei 则 对 任何 | Xl 二 1 的 六 可 表 为 
下 一 zie 十 Xze@z 十 … 十 Zren 

计算 |AX|3= (AX)’ (AX) = X (AA)X 
二 (ziel 十 … 十 Xnen) (M4) (zie 十 … 十 znen) 
一 (ziel 十 十 Xxen) (Uziei 十 … 十 和 Tnen) 
一 (zie 十"… 十 zwe'n) (Mizie 十 … 十 A,Tnen) 
二 入 Xf 十 A223 十 十 和? 
机 (十 如 十 … 十 zz?) (Mi 一 maxAi) 
反而 

另 一 方面 , 取 闵 =e , 则 | AX 二 A1, 即 上 界 可 达 。 从 而 证 得 

1 4 性 一 max | AX|;, = = 44)=p(A’A) 


lIxIll=1 
特别 当 4 为 对 称 矩 阵 时 ,有 A 二 A,A'4 一 A?, 记 4 的 特征 值 为 p1,p，…, 4p, 且 |p | 宇 
| | 之 … 宇 |p|, 则 有 = 区 (因为 44 一 4?) ,就 有 
|Al: = Var AA) = Vi lA) = /mea = max | p |= p(A) =| pa | 
《证 毕 ) 
由 于 2 一 范 数 具有 关系 式 (4. 20) ,所 以 14|; 被 称 为 谱 范 数 。 
定理 4.5 设 和 4 是 任意 n 阶 方 阵 ,由 4 的 各 次 寡 所 组 成 的 矩阵 序列 
了 A, A?, .., At,... (4. 21) 
收敛 于 零 , 则 limA* 二 0 的 必要 充分 条 件 是 
pC(A) =1 (4. 22) 
证 明 略 。 
本 章 令 述 最 常用 的 几 种 迭代 法 ,包括 简单 迭代 法 、 赛 德尔 迭代 法 .松弛 和 迭代 法 以 及 迭代 法 
的 收敛 性 与 精度 控制 的 问题 。 使 用 迭代 法 求解 线性 方程 组 ,具有 计算 简单 ,编制 程序 容易 . 存 
储量 较 小 、 合 入 误 差 积累 小 (只 需 计 算 最 终 迭 代 那 一 次 的 合 信 误差) 等 优点 , 较 适合 于 高 阶 线性 
方程 组 的 求解 。 


$2 简单 迭代 法 


2.1 和 迭代 公式 
对 于 线性 方程 组 4X 二 B, 首 先 应 将 其 改写 为 多 二 GB(X) 的 形式 ,其 方法 是 多 种 多 样 的 。 下 
面 介绍 两 种 常用 的 和 迭代 格式 。 
2.1.1 和 迭代 格式 1 
将 AX=B 改写 为 0 二 B 一 AX ,两 边 加 上 天 后 得 
X=[I—A]X+B=CX+B (4. 23) 


或 写成 Xi 一 Docsz; + 6 (i = 1,2,.",n) (4. 24) 
rs 


数值 分 析 


XetD 一 CXw 十 加 (4. 25) 
或 wt 一 Der 十 & (2 一 1，2，……，7) (4. 26) 
j=1 
式 中 CI 一 4 称 为 迭代 矩阵 , 它 等 于 
工 一 all 一 个 Wn 一 Cln 
C= 一 2 1l—az —ad2 … 一 Gar (4. 27) 
一 al 一 2 一 0 … 1—am 
2.1.2 和 迭代 格式 2 


若 az 0(i=1,2,°",n) ,可 按照 方程 的 顺序 依次 地 直接 解 出 1 9 2 9 9 得 
人 


je 
下 nH 


= gyri;+ fi (i = 1,2,°,n) (4. 28) 
j=1 
其 中 
ng ee b; 
Bs —— 和 i， gi 一 0(i 一 站， fi 一 .车 令 
0 gl B13 Sm Wy 0 fi 
G= un - 5 ，D= Ca22 ,= fs 
0 
nl Bn2 Bn3 Ny 0 mm 


则 式 (4. 28) 可 用 矩阵 表示 为 


下 一 GX 十 下 (4. 29) 
容易 看 出 
G=D(D—A)=I—DA, F=D"B (4. 30) 
相应 的 迭代 公式 为 
XH 一 GX 十 下 (4. 31) 
或 人 Spal +f: (i = 1,2,.…,n) (4. 32) 
j=1 
这 种 迭代 法 称 为 雅 可 比 迭 代 法 。 


对 于 上 述 建立 的 迭代 公式 , 任 取 一 组 初 值 ”= 二 (zf? ,zx 各,…,z?) 作为 根 w 一 (aaa， 
…,an) 的 零 次 近似 值 , 按 选 代 公式 进行 欠 代 计算 。 如 果 和 迭代 序列 +? 有 极限 存在 , 则 此 极限 
即 为 线性 方程 组 的 根 。 称 这 种 解法 为 简单 迭代 法 。 

2.2 简单 迭代 法 的 收 和 剑 条 件 


实际 使 用 的 迭代 法 应 该 是 收敛 的 迭代 法 , 下面 要 给 出 收敛 的 判别 条 件 。 为 了 氢 述 的 方便 ， 
把 AX=B 改写 后 的 等 价 方程 组 统一 表 为 
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X=MX+N (4. 33) 
或 Xi 一 DJ msz, 十 72; 一 (zl 2 9 "°° Tn ) (i = 1,2,°,n) (4. 34) 
my M2 ?Min ?21 
其 中 M= Mz M22 °° Mon N 二 nz 
Mn Mn "Tm 72n 
下 面 给 出 保证 收敛 的 有 关 定 理 和 条 件 。 
定理 4.6 对 任何 初始 向 量 X” 和 常数 项 N, 由 迭代 公式 
.Sas 一 MX 十 N， (k= 0,1,2,.") (4., 35) 
产生 的 向 量 序列 (X% ; 收敛 的 必要 充分 条 件 是 
pM) <1 (4. 36) 


式 中 ,p(MD 是 矩阵 M 的 谱 半 径 。 
证 :必要 性 ” 设 序 列 {XX® ;收敛 于 wx, 则 有 


CC 一 Mr 十 入 
第 次 迭代 的 近似 值 和 精确 解 之 差 为 
XH gg=MX® — Ma = MX 一 0 (4. 37) 
反复 使 用 上 式 得 
XD 一 和 一 MCA 一 0 = MM a) 一 … 一 MOCXO 一 0) (4. 38) 


对 于 任意 初始 误差 向 量 (X0 一 @) ,为 使 
im 一 C) 一 0 

必须 hm —0 
由 定理 4, 5 即 知 oeMW<1, 

充分 性 ”车 pCMD 二 1 满足 , 则 特征 值 |4| 二 1, 不 发 生 |I 一 M| =0 的 问题 , 则 I 一 M 非 奇 
异 , 从 而 方程 组 (I 一 M)X=N 有 唯一 解 , 设 为 g, 这 时 式 (4. 37) 仍 成 立 , 重 复 同 样 的 推 证 知 

1imX 一 

即 和 迭代 过 程 收敛 。( 证 毕 ) 

从 上 述 定理 看 出 ,迭代 的 收敛 性 只 与 迭代 矩阵 的 谱 半 径 有 关 , 而 迭代 和 矩阵 是 由 妈 演变 来 
的 ,因此 迭代 是 否 收敛 是 与 系数 矩阵 A 以 及 演变 的 方式 有 关 , 与 常数 项 和 初始 向 量 的 选择 无 
关 。 

定理 4. 6 给 出 了 简单 迭代 法 收敛 的 必要 充分 条 件 是 迭代 抢 阵 的 谱 半径 小 于 1, 但 在 具体 

问题 中 , 谱 半径 是 很 难 计算 的 ,用 它 来 判定 收敛 性 是 不 现实 的 。 下 面 给 出 几 个 容易 使 用 的 判断 
收敛 的 充分 条 件 及 有 关 的 误差 估计 公式 。 

由 式 (4. 34) 知 


9 0O; oe 
经 一 [ms | (1,7 = 1,2,.%,n) (4. 39) 


应 用 第 二 章 §4 联 立方 程 组 迭代 解法 收敛 的 充分 条 件 , 可 以 得 到 关于 简单 迭代 法 的 三 个 收敛 
充分 条 件 如 下 。 


数值 分 析 


充分 条 件 1 若 / 一 | -天 1, 则 对 任意 初 值 ,简单 迭代 法 收 伍 。 且 


|xe — el < | xo 一 Xeo|。 (4. 40) 
充分 条 件 2 若 ,一 |M| ,一 1, 则 对 任意 初 值 ,简单 选 代 法 收敛 。 且 

[x® 一 中 生生 ze 一 Xe (4.41) 
充分 条 件 3 车 p 一 |M|:<<1, 则 对 任意 初 值 ,简单 迁 代 法 收 化 。 且 

lx —als < TEsIX® 一 2 (4. 42) 


与 联 立方 程 组 迭代 解法 局 部 收敛 充分 条 件 不 同 ,在 线性 方程 组 的 情况 下 ,由 式 (4. 39) 可 
见 , 19gi/9z; | 在 任意 初 值 下 都 为 常数 ,因此 ,建立 在 此 基础 上 的 三 个 充分 条 件 与 初 值 的 选取 无 
关 , 属 大 范围 收敛 充分 条 件 。 这 三 个 充分 条 件 可 以 统一 用 下 面 的 定理 来 描述 。 

定理 4.7 若 迭 代 和 矩阵 MM 的 范 数 |M| 二 gq<1, 则 简单 迭代 法 收敛 。 且 迭代 序列 (和 X® ) 的 
第 & 次 近似 值 与 精确 解 w 的 误差 有 估计 式 


|xe 一 zl 过 ix 一 Xe | (4. 43) 


为 了 使 误差 |X% 一 | 小 于 要 求 的 精度 e, 可 以 利用 这 一 估计 式 来 计算 需要 的 迭代 次 数 , 但 
一 般 都 偏 大 ,实用 上 常 采用 下 面 的 定理 。 
定理 4.8 若 |M|<1, 则 和 迭代 序列 {和 X®} 的 第 次 近似 值 和 和 精确 解 a 的 误差 有 估计 


A) M ny. ) 
|x® —al< i lx 一 Xe (4. 44) 


Xw 一 wx 一 MX 十 N 一 Ma 一 N 
MX Ma (4. 45) 
由 a 一 Ma 十 N 得 二 (1 一 MD -1N, 代 人 上 式 得 
ED 一 一 MX — MO—M-IN 
一 MG 一 MDTTLG 一 MD 了 一 由 
i M((I— M1 [XD — XX ] 


式 


证 由 于 


两 边 取 范 数 , 即 得 
[x®—al<lmllda—Mm llx® 一 Xe | (4. 46) 
下 面 估计 | CI 一 MD 一 |, 因为 
(I—M (CI 一 MD 一 一 
G 一 MD 一 一 MG 一 MD 一 一 
CGI 一 MD 一 一 IMCI 一 MD (4. 47) 
两 边 取 范 数 并 利用 矩阵 范 数 的 性 质 得 
la-w ls<li+rima-mw ls<i+lmalla—m7l 
a-lmDdla-mw ls<i 
因 |MI|<1,1 一 1MI1>>0, 所 以 上 式 可 化 为 


la—mw 1<i—pay (4. 49) 


(4. 48) 
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利用 式 (4. 49) ,由 式 (4. 46) 就 可 推 得 如 下 结果 


a M 让 1) 
1 el<T lxe 一 Xe CE) 


有 了 上 面 定理 ,在 实际 计算 时 , 若 允 许 误 差 是 6, 我 们 只 需要 求 相 邻 两 次 迭代 向 量 的 差 满 
足 关系 式 
IX® —X* ve (4. 50) 


SE J (4. 51) 


在 简单 迭代 法 中 ,对 于 雅 可 比 迭 代 法 尚 有 其 单独 的 收敛 充分 条 件 , 我 们 在 下 面 用 定理 4.9 
给 出 。 在 推 证 以 前 , 先 引 进 与 矩阵 有 关 的 两 个 概念 。 
定义 4.6 若 和 矩阵 4 不 能 通过 行 的 次 序 的 调换 和 相应 列 的 次 序 的 调换 成 为 @ 
的 | (4. 52) 
式 中 ,An ,Azz 为 方 阵 。 则 称 4 为 不 可 约 和 矩阵 ;否则 称 为 可 约 矩 阵 。 
当 4 为 可 约 矩 阵 时 , 则 原来 的 线性 方程 组 可 以 分 割 为 阶 数 较 低 的 两 个 线性 方程 组 。 
定义 4.7 若 和 矩阵 双 的 对 角 线 元 素 满 足 


lal=D al GG=1,2,.…,n) (4. 53) 
j=1 


那么 迭代 即 可 停止 ,这 里 


Ii 

且 至 少 有 一 个 i 值 ,使 上 式 中 有 严格 不 等 号 成 立 , 则 称 A 具有 对 角 占 优 。 

引 理 若 和 不 可 约 , 且 具有 对 角 占 优 , 则 4 为 非 奇 异 和 矩阵 且 as 尖 0Gi 二 1,2,…,n)。( 证 略 ) 

定理 4.9 若 系 数 和 矩阵 和 4 不 可 约 且 具有 对 角 占 优 , 则 雅 可 比 迭代 法 必定 收敛 。 

证 要 证 明 雅 可 比 迭代 法 收敛 ,根据 定理 4. 6, 只 要 证 明 p(G)<1 即 可 ,G 是 雅 可 比 迭代 
法 的 迭代 和 矩阵。 

用 反 证 法 。 设 矩阵 G 有 某 个 特征 值 4, 其 |4| 之 1, 因 4 是 G 的 特征 值 , 所 以 它 必 满足 特征 
方程 

IMT 一 G| 一 0 
由 于 人 入 不 可 约 , 且 具有 对 角 占 优 ,所 以 a; 了 关 0(i 二 1,2,…,n), 即 有 |D| 了 0, 因 此 D-! 存 在 。 
AM 一 G 一 人 一 (一 万 1 4) 一 民 一 TI 二 DA4 
一 DID 二 A 一 D) 


两 边 取 行列 式 得 
| 一 CGI= |D||2D+A—D|I=0 
记 和 矩阵 忆 为 
Mall alz al 
G—D+A—D= | ha am (4. 54) 
aa am Ma 


@ ”相应 的 含义 为 ,将 矩阵 第 i 行 第 j 行 互 换 后 ,再 接 第 ; 列 第 7 列 互 换 , 即 线性 代数 中 仅 限于 互 换 方式 的 合同 变换 。 


因 | D"'! | 和 天 0, 必 有 


IG|= |:D+A—D|=0 (4. 55) 
由 于 矩阵 G 中 零 元 素 的 位 置 与 矩阵 A 中 零 元 素 的 位 置 全 同 ,由 4 的 不 可 约 性 即 可 推 得 矩阵 G 
的 不 可 约 性 。 
由 于 |4| 之 1 及 A 具有 对 角 占 优 ,所 以 有 
asl lol Blasl GG=1,2,, (4. 56) 


zi 
并 且 至 少 有 一 个 i 使 不 等 号 严格 成 立 。(4. 56) 式 表明 ,和 矩阵 G 也 具有 对 角 占 优 , 则 据 引 理 知 
IG|= | 和 pg 上 4 一 D| 关 0 
这 与 式 (4. 55) 相 矛盾 , 故 G 的 特征 值 的 模 不 能 大 于 等 于 1。 定 理 得 证 。 

由 定理 4. 9 可 知 , 当 线性 方程 组 的 系数 矩阵 具有 不 可 约 、 对 角 占 优 时 ,可 采用 雅 可 比 和 迭代 
格式 进行 迭代 计算 , 则 必 收 敛 。 对 于 4 为 不 可 约 、 非 对 角 占 优 的 线性 方程 组 ,往往 只 要 适当 对 
调 方程 的 次 序 , 还 可 兼用 组 合 方程 的 方法 ,达到 化 成 不 可 约 、 对 角 占 优 的 等 价 方程 组 目的 。 例 
如 下 列 线性 方程 组 

2zi 十 3zz 一 4zs 十 X4 二 3 
Zl 一 2zs 一 5z7z3 十 Z4 一 2 
52z1 一 37zs 十 za 一 4z4 二 1 1 
J0z1i 十 2zs 一 Za 十 2z 一 一 4 
不 具有 对 角 占 优 的 特性 ,采用 交换 方程 次 序 与 组 合 方程 的 方法 可 获得 以 下 对 角 占 优 的 线性 方 
程 组 


]10z 十 27X2 一 Zi 十 2x4 二 一 4 (4. 57)4 

2Z1 十 5zz 十 zs 一 1 (4. 57)1 一 (4. 57), 

Zi 一 22s 一 5zs 十 Zi 一 2 (4. 57)， 

2zl 一 5zs 一 Za 一 9z 一 9 2(4. 57)3 一 (4.57)4 十 《4. 57)1 


在 组 合 过 程 中 ,为 确保 等 价 性 ,新 的 线性 方程 组 中 应 包含 原 线性 方程 组 的 每 一 个 方程 至 少 一 
次 。 
在 计算 机 上 , 当 使 用 雅 可 比 迭 代 法 时 ,为 防止 溢出 ,在 编程 前 应 整理 公式 ,使 wz 天 0( 一 1， 
2,…，,7z2) 。 为 使 迁 代 过 程 收敛 快 ,az 的 绝对 值 应 尽 可 能 地 大 。 
例 4.1 对 于 下 列 线性 方程 组 
10zxi 一 Za 一 2z3 一 7.2 
| 一 2 十 10z 一 2xs 一 8.3 (4. 58) 
—ZXi 一 Zz 十 35xs 一 4.2 
按 以 下 方程 组 


22 = 0. lzi 十 0. 2zx3 + 0. 83 (4. 59) 


Xl 一 0. lx» 十 0. 27zs 十 0. 72 
| Ts 一 0. 2ZX1 十 0， 2zz 十 0. 84 


建立 选 代 公式 


的 迭代 法 


ZH? 一 0.1z 多 十 0.2z 多 十 0.72 
xzUtD = 0,1z® +0,2z 十 0. 83 (4. 60) 
zy 一 0.2z® 十 0.2z 多 十 0. 84 


试 分 析 和 迭代 过 程 的 收敛 性 。 
解 ”在 本 例 中 ,迭代 和 矩阵 为 
0 0.1 0.2 
M= |0.1 0 0.2 
0.2 0.2 0 
其 特征 方程 为 
0 0.1 0.2 1 0 0 
1M 一 [=|lo1 o 0.2|—Xlo 1 0 
0.2 0.2 0 0 0 1 
一 和 0.1 0.2 
一 |0.1 一 1 0.2|= 一 23 十 0.09A 十 0.008 
0.2 0.2 一 》 


二 一 (A 十 0.1)(X? 一 0.14 一 0.08)= 二 0 
解 得 Ai 一 一 0. 1 一 0 337 ,3 一 一 0. 237 。 因 [A 过 1(i 二 1,2,3), 按 定理 4. 6 判 知 ,上 述 迭 代 
法 是 收敛 的 。 


$ 3 赛 德尔 迭代 法 


3. 1 和 迭代 公式 
对 于 分 解 式 (4. 34) ,我 们 可 按 赛 德尔 迭代 方式 (2. 168) 将 它 表 示 为 如 下 的 迁 代 公式 ， 


XD =ma zf 十 7a2Z 的 十 十 mn 和 各 + 
IT 多 了 一 7 人 mz 十 … 十 rznT 史 十 nt2 


TED 一 131 人 2 ma TH mss zr 二 十 3 中 十 703 (4. 61) 


《Fk 二 1) (k 十 1) (k++1) {k++1) (天 
人 一 71 区 全 上 ma zt enn TD mm zt 二 no 


i—l n 
或 ZL 一 > mszpty 十 Dmsz® 十 7; (i 一 1,2,°"*,n;k a 0,1,2，…) (4. 62) 

i=1 j=i 
亦 可 用 矩阵 记 为 

et DE MR 十 RN 大 十 入 (M 3 Mi 二 MM,)， (4. 63) 
其 中 

XI 并 的 0 
HHD 区 ma 0 0 
Xe 一 |, Xo | | M,= ; 


mamss 0 


THD 并 a 
n 
Ma Manco)y 0 


I211 7I212 "°° Wn 3711 


7I222 “"” Ion 


Tm ln 


如 果 采 用 和 迭代 格式 2, 则 4X 一 召 所 对 应 的 赛 德尔 迭代 公式 为 


一 1 n 
汉人 —— [aszpt? 十 >， ai 工 从 —b: | Ci 一 1,2," ,7n; k 一 0,1,2,…) 
Qi j=1 j= 计 1 


(4, 64) 
其 矩阵 形式 为 etD 2 DLX+Y DiUX® 十 DB (4. 65) 
其 中 A=L+D+U 
0 AQ11 0 0 aiz Gln 
了 一 | az 0 0 ，D= G22 ，U= 0 | : 
0 », 0 ,Qn(n—l) 
Qn ano-D 0 Qn 0 


称 式 (4. 64) 的 迭代 方法 为 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 。 
例 4.2 应 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 解 例 4. 1。 
解 ”在 本 例 中 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 公式 为 
ztD = 0.1(z + 2z8 +7.2) 
gtD 一 0.1(CzgtD + 2z + 8. 3) (4. 66) 
Zz 一 0.2(zf 十 ZU 十 4.2) 
取 zi 一 z 纪 一 zi 二 0, 按 式 (4. 66) 计 算 如 下 
xz 一 0.1(0 十 2X0 十 7.2) = 0.72 
zx 一 0.1(0.72 十 2X0 十 8.3) = 0.902 
Zz? 一 0.2(0.72 十 0.902 十 4.2) 二 1.1644 
zf2 一 0.1(0.902 十 2X1.1644 十 7.2) = 1.043 1 
zx? = 0.1(1.043 1 十 2X1.1644 十 8.3) 一 1.1672 
zx? = 0.2(1.043 1 十 1.167 2 十 4.2) 一 1.282 1 
以 下 迭代 结果 为 
zf 一 1.0931 rz 多 一 1.0991 /zf 一 1.0999 /zx 一 1.0999 
[= 一 1.195 7， I* 一 1.199 5， |* 一 1.199 9， |* = 1.1999 
2 一 1.2978 zi =1.2997 [zx =1.3000 x 一 1.3000 


3.2 赛 德 尔 选 代 法 的 收敛 条 件 


3.2.1 必要 充分 条 件 
我 们 把 式 (4. 63) 改 写 为 
(I— MX 一 NMDX 十 入 (4. 67) 
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一代 一 MD MI— MN 


3. 2.2 充分 条 件 1 
若 p 一 |Ml- 一 1, 则 对 任意 初 值 , 赛 德尔 迭代 法 收敛 , 且 


Ix® el, < Ex 一 Xe 


Lem n 
其 中 1 = maxTer: =D |m|, k= 2 ml 
. i j=1 j=i 
对 于 i 二 1,2,…,n, 相 应 的 x; 与 4; 如 图 4. 1 所 示 。 
th + |orz| 十 |rms | 十 … 十 xa | A 
mal a a hs 
ml i el a ee i 
ml + malt mal te | 人 
图 4.1 
证 因 
i—l Ee 
ftHD 一 了 7UiTJHD 十 Smszr® 十 nn 
i=1 j=i 
Q; 一 > mya; 十 nn; 
j=1 
两 式 相 减 得 
1l nn 
ZH 0 = Dj my THD — gy) + Dms zx — 0) 
j=1 j=i 
于 是 有 
一 1 nn 
| zf —a | 7 [ms | | zr —o; |+ p> [ms | |z® 一 所 | ,Ci = 1,2,.,n) (4. 
Fas j=i 
记 
[XD — el = max| z(t —a;| 
显然 [zDD ol el, CG=1,2,.,n) 
及 [zt a | Sr | XD al tru] Xe 一 zl 
在 式 (4. 74) 中 , 设 i=s 时 等 式 成 立 


[zt —a,| ee max | XHD 一 ar | 一 | 本 — Ql|. 
在 式 (4. 75) 中 令 i 二 s 得 
| —al, 委 关 | —als 十 入 1 —al. 


或 Xe 一 ol 入 和 1 一 ol 入 1xoe 一 ol- 


工 一 六 


(4. 68) 
从 上 式 可 见 , 赛 德尔 迭代 法 相当 于 迭代 矩阵 为 (一 MD) ME 的 简单 迭代 法 。 由 定理 4 6 知 , 赛 德 尔 迭 
代 法 对 于 任意 初 值 K 和 常数 项 和 都 收敛 的 必要 充分 条 件 是 迭代 和 矩阵 (一 ME )-1M 的 谱 半径 小 于 1。 


(4. 69) 


(4. 


(4. 


(4. 


(4., 
(4. 


(4. 


70) 


71) 


72) 


73) 


74) 
75) 


76) 


数值 分 析 


ed 
ee 


让 [ad 
其 中 NT 


今 证 凡 <<1。 因 六 十 4 一 立 |m | <w<l 所 以 


LA—ri 人 Hpi = (ri) (4. 77) 

即 得 Tl (i = 1,2,° ,7) (4. 78) 
上 式 对 i 二 1,2,… ,nn 均 成 立 , 因 此 有 下 式 成 立 

2 = mx <x<1 (4. 79) 


再 由 式 (4. 76) 出 发 ,反复 使 用 关系 式 (4. 76) 得 
| 有 wp al, Sp XP al < NXP eal, < MX 一 可。 
因 limCp* )*t1 一 0, 故 lim| +? 一 @| ,==0 
k*oo 大 oo 
证 得 赛 德 尔 和 迭代 法 收敛 。 
下 面 推导 误差 估计 公式 。 由 于 


二 
tm 一 Dj myzhtd 十 Dmgr + ns 
j=1 


j=i 


il nn 
Th 一 Dj mr + masz + 
j=1 


j=i 


两 式 相 减 得 
zfttD zr 号 (zf 一 六 ) 十 Si (zl — zn) (4, 80) 
j=1 j=i 
仿 以 上 相同 的 推演 过 程 可 得 
[Xt 一 XDA — XD | (4. 81) 


使 用 关系 式 (4. 81) ,可 以 得 到 
[x —X% | < XD — Ke es + XD 一 Ke 十 … 十 Eee 一 Xe 
Se PXO 一 | 十 (De — XD + tp |X 一 Xe 
一 [CA )2 十 (CR ) 六 1 十 … 十 Ar ]‖ 2 一 时 ED) | 
< le 一 Xe (4. 82) 
因 和 迭代 过 程 收敛, 当 p>co 时 ,就 有 
limX* 一 @ 
对 式 (4. 82) 取 极限 得 
we —al, < TE 一 Xe 1» C4. 83) 
对 上 式 反复 使 用 关系 式 (4. 81) 得 
[x® —als< TE lx 一 |. 


1 


过 > [XD 一 XD | 


人 
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关 \k 
< Ix 一 Xe 


3.2.3 充分 条 件 2 
若 : 一 |M|: <1, 则 对 任意 初 值 , 赛 德尔 选 代 法 收敛 , 且 


I|x® 一 中 < wd 万 | —X° | 
i 
其 中 = lm) 5 3 5 一 maxs;, po 一 maxT 
上 式 中 的 请,9 及 s 如 图 4. 2 所 示 。 
t it ts vi es 
fm fm i : Lm 
十 十 8 十 
| mas | | ma | | mas | : | ms 
: 
|ms | | msz | | mss | : | ma 
这 村 ; : 
十 十 
| mu | | oz | [iE : ps 
max(si, S29 5s， "ik $=0)=s 
图 4.2 


证 对 公式 (4.73) 求 和 得 
家 ls al< 守 吕 |mllapw -gl+ 守 守 |ml ||z (k) 一 oj| 


z 一 1 7 一 1 1 一 1 j=i 
在 上 式 右边 更 换 求 和 次 序 得 
六 了 了 
3 |zg —a le 之 | zx — a | > | rm +| zh —o| >) |ms | 
i= 半 1 i=1] 
令 4 = ml 9， et sn = [min|= 0 (J = 1,2,.…, 
i 二 i= 着 1 
t; 二 5$; 一 mi LL 于 
显然 41 J 2 | | 委 ~ 
os<=1 
则 式 (4. 86) 可 表 为 
> |zgrp 一 < 2 | TY ol D5 lz ool 
i= j=1 
或 Dal Pl 5s | 
je 
因 ty— sv—vs;—=v(1—s;) 


则 可 把 式 (4. 88) 化 为 以 下 递 推 式 

DE 一 al < -ls 多 一 o| 
反复 使 用 以 上 关系 式 得 

Dlape —o| EE = 


《证 毕 ) 


(4, 84) 


(4. 85) 


(4. 86) 


n) 


(4. 87) 


(4. 88) 
(4. 89) 


(4. 90) 


数值 分 析 


Sl | 
j=1 


HD ls)| zi oa, (4. 91) 


因 v<1,1 一 s; 关 0, 故 lm2 ds ) | zyp+D 一 oj |=0 
证 得 lim 太一 o (一 二 二 …7), 即 赛 德尔 迭代 法 收敛 。 
同 法 可 以 得 到 


Ds a | Dy [zx 一 zi | 


-> tj 5 5)|s (人 zh | 


mx 站 和 tl (有 TD | 
=02 5) ze | (4. 92) 
其 中 | Sk 
j 工 一 5/ 


因 tis; yys; =y(1—s;) D 即 得 


Tl (人 = 1,2,.,n) 


推 知 p<1。 记 om = 2 el [a 一 z 风 | , 则 式 (4. 92) 可 化 为 


ou Soo (4. 93) 
反复 使 用 上 式 , 可 得 
Getp Coo SP? CRPos (p = 1,2,.) (4. 94) 
继续 利用 上 式 可 推出 以 下 不 等 式 
2 —5) | zx — zr® |<owm to + + om 
j=1 
pros 十 oo ax 十 "十 po 
二 (pp 十 Pp 站 十 十 Do 
< (4. 95) 
1 一 p 
因 挝 代 过 程 收 敛 ,所 以 
linmz 人 rr = a 
六 >CO 
对 式 (4. 95) 取 极限 得 
lm 2 —s) | zt — x2 | = ty )|z® —a| 和 让 (4. 96) 


记 5 一 
3 
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因 0<s;<1(=1,2,.",n) Ce 
1 一 5 委 1 一 


Qa- i (4. 97) 


(DD le a —0y | < 


—P 


es = Ds)|s Dz 


因 得 了 |z® 2 | 去 i | zfp 一 0 | 
j=1 7 (1 一 5S)(] 一 让 大 
或 [x® 一 al， i —xo (证 毕 ) 


(一 5)(1 一 DO) 
3.2.4 充分 条 件 3 
车 2 一 |M1z 一 1, 则 对 任意 初 值 , 赛 德 尔 迭 代 法 收敛, 且 


> 1)》_ wo0) |‖ 2 
[x oli < ol x C4. 98) 
其 中 OG= Dm C=1,2,.,n) 
j=1 
tj = 5 二 >) 外 s = maxs;, 0 一 max J 
jr 1—s; 
上 式 中 的 站 5 及 s 加 图 二 3 所 示 。 
ti tz ts »o. tn 
QO=mi+mit tm fo EA 0, 0 
十 十 十 
人 二 mi 十 m3 十 … 十 m3 0 0, 0 4 
十 十 十 
=mi 十 m3z 十 oe 十 ma. 0, 甸 0, 0 
十 十 十 
十 十 二 十 
色 一 z25 十 zz2 十 … 十 7 所 &, 4 0 
maxt( Si， 32， $3 ne $=0)=s 


证 ”对 式 (4.73) 两 边 平方 得 


| 一 人 | < [Blimp lt Dl olT (4. 99) 
应 用 柯 西 不 等 式 
Bool < tel) Blt’) (4. 100) 
得 sh al? < (Pll) (S| sp lst D1 ml’) 
NE NE | 
(4. 101) 
其 中 0 Dm 


对 式 (4. 101) 从 i 二 1,2,…,n 求 和 得 
Pla ol HT ol Hz | (4.102) 


i=l j=1 1 一 1 j=i 


在 上 式 中 ， 将 左边 的 i 换 为 j 而 在 右边 更 换 求 和 次 序 得 
2 [a = <1 YetD — a |2 Pat lap —s |? 0 


HH = 
lf + 35 zi al|’ (4. 103) 
其 中 音 浊 >0, 5 
i :TH 
显然 y+5 = DA = Dm IM =p<1 
t= 大 一 5 epee ps; = pr (1—s;) (4. 104) 


则 式 (4. 103) 可 化 为 以 下 递 推 关系 
Ps)) ptD 0, |? < bal zm al:<p Ps) zx/ —a|? (4. 105) 
反复 利用 式 (4. 105) 得 . 
asl zd a |? Sp? Pas zi —a|? 


PFD Is) ol 
j=1 
Sp) > (1 一 5)|zg —a|? (4. 106) 


因 P<1 9 1—s;0 ;对 上 式 取 极限 得 


DL —a|:=0 
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证 得 es = 
所 以 赛 德尔 渤 代 法 收敛。 
对 于 误差 估计 公式 (4.98) 可 按 推 证 误差 估计 公式 (4. 84) 类 似 过 程 证 得 。 
对 于 高 斯- 赛 德尔 先 代 法 的 收 全 性 有 以 下 定理 描述 。 
定理 4.10 若 4 为 不 可 约 .对 角 占 优 短 阵 , 则 高 凑 - 赛 德尔 迁 代 法 必定 收 人 
证 要 证 明 高 斯- 赛 德尔 挝 代 法 收 全 ,根据 定理 4 6, 只 要 证 明 pCG) <1 即 可 ,G 是 高 斯- 
赛 德尔 挝 代 法 的 选 代 矩 阵 
由 式 (4 65) 知 ,高 斯 赛 德尔 迁 代 法 的 迁 代 公式 为 
+D ~—D- 1LXu+) —D-iUX® 十 D-1B 
可 将 它 化 为 等 价 的 简单 迁 代 法 形式 : 
(I+-D ID XH+D = —D iD0X® 十 万 -1B 
+) 二 (I+-DT DL) ID UX 十 (I+D iDD 1B 
=—[D(ITD™LD) ] UX®+UTD LI) DB 


=—(D+TD UX®+I+D LI) D1B (4. 107) 
因此 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 的 迭代 和 抢 阵 为 
G=—(D+L)-U (4. 108) 
下 面 用 反 证 法 推 证 定理 。 假 设 G 的 特征 值 有 |4| 宇 1, 则 它 必 满 足以 下 特征 方程 
[A—G|=0 (4. 109) 


将 式 (4. 108) 代 和 人 上 式 得 
[N+ D+DiU|=0 
| D+DAID+I +U|=0 
| (D+DT1|IAD+I)+U|I=0 (4. 110) 
由 于 4 不 可 约 . 且 具有 对 角 占 优 ,所 以 as 关 0(i 二 1,2,…,n), 因 此 有 |(D 十 L)-!| 关 0, 由 式 
(4. 110) 推 知 


1IGI= |4D+D+U|=0 (4. 111) 
其 中 矩阵 G 为 
Ma CQ12 dl13 ""* Uln 


Maz1 Naz d23 *"° C2n 


G=AD4I)+U= (4. 112) 


A 


Man … 


由 于 矩阵 G 中 的 零 元 素 的 位 置 与 矩阵 4 中 零 元 素 的 位 置 全 同 ,由 4 的 不 可 约 性 即 可 推 得 G 的 
不 可 约 性 。 再 由 和 具有 对 角 占 优 得 


[> llt Dla 
两 边 同 乘 |4| 得 
lias |>D esl+ 3 ls 


数值 分 析 


1 3 
2 ls|+ 2 as| ( 因 |4| 宇 
j=1 j= 计 1 


可 见 G 也 是 不 可 约 、 对 角 占 优 矩 阵 。 据 引 理 知 | G| 尖 0, 与 式 (4. 111) 蔬 盾 , 故 所 有 |X|<<1, 即 
2(G)<1。 定 理 得 证 。 
定理 4.11 若 4 对 称 正定 , 则 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 收敛 。 
这 个 定理 是 下 面 将 会 证 明 的 定理 4. 13 的 一 部 分 。 
应 该 指出 ,每 一 种 迭代 法 都 有 一 定 的 适用 范围 。 因 此 ,有 些 线性 方程 组 使 用 简单 迁 代 法 收 
敛 , 赛 德尔 迭代 法 不 收敛 。 反之, 有些 线 性 方程 组 , 赛 德尔 迄 代 法 收敛 ,而 简单 迭代 法 不 收敛 。 
即使 在 都 收敛 的 情况 下 ,其 收敛 的 快慢 也 可 能 不 一 样 。 
例 4.3 讨论 求解 线性 方程 组 AX==B 迭代 法 的 收敛 性 ,其 中 
| 1 = 党 记 
一 工 1 —1 
一 2 一 2 1 
解 ” 当 采用 雅 可 比 迭代 法 时 ,其 迭代 矩阵 的 特征 方程 为 
A 一 2 2 
一 1 A 一 ] 
一 2 一 2 A 
解 得 九 一 2 一 0 一 0, 雅 可 比 迭 代 法 收敛 。 
当 采 用 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 时 ,其 迭代 矩阵 的 特征 方程 为 
A 一 2 2 
一 从 A 一 1 
一 24 一 2 A 
解 得 1 二 0,4 一 一 2-+V8,4s 二 一 2 一 /8。 其 谱 半 径 为 2+V8>1, 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 不 收敛 。 
例 4.4 讨论 求解 线性 方程 组 AX=B 迭代 法 的 收敛 性 ,其 中 


2 —1 1 
4 一 |1 1 1 
1 1 一 2 


解 “ 当 采用 雅 可 比 选 代 法 时 ,其 迁 代 矩阵 的 特征 方程 为 
24 一 1 1 
1 A 1 
1 1 一 2 
解 得 和 一 0, 一品 i,, 一 一 (6;。 其 谱 半 径 为 错 >>1, 雅 可 比 渤 代 法 不 收 全 。 
当 采用 高 斯 - 赛 德尔 渤 代 法 时 ,其 迁 代 矩阵 的 特征 方程 是 
24 一 1 1 
A A 外 
A 4 一 2 
解 得 和 一 0,N 一 N 一 一 0.5。 其 谱 半 径 为 0. 5<1, 高 斯 - 赛 德尔 先 代 法 收 伍 。 


A= 


二 0 


= 


一 0 


一 0 
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34 松弛 迭代 法 


记 线 性 方程 组 的 残 差 为 

Ri=b;—(aazitazzs Tarr) (i=1,2,.",n) (4. 113) 
为 便于 进行 松弛 计算 ,我 们 把 上 述 残 差 R; 改写 成 
ri = i 一 二 (Canzi 二 "十 Qs_1 Ti_1 aatiTitl 十 十 2 一 
Zi (bazit "bs 1c 1 benz 二 "十 bX ) 十 所 

a 十 广 (i 一 1 2，…，77) (4. 114) 

j=1 

zi 


式 中 ,为 一 一 毕 (Gz7), 扩 一 全。 
根据 对 方程 松弛 顺序 的 不 同 控制 策略 ,我 们 叙述 以 下 几 种 松弛 和 迭代 法 。 
4.1 按 max|r 作 [实施 松弛 的 松弛 法 


设 当 X 一 Xe 时 由 (4. 114) 式 所 确定 的 残 差 为 (r 如 ,rz 名 rp) ,在 本 法 中 ,依据 +? 一 
mgx|r 名 | (0 一 1,2，…… 四 所 确定 的 将 第 ;个 方程 中 的 zh 修改 为 ,使 第 i 个 方程 的 残 差 
"f+? 二 0, 由 式 (4. 114) 推 得 


0=rt =— zi Dbsr® + f (4. 115) 
j=1 | 


i 


Nn 
1 b. 
二 一 227 多 十 万 一 一 二 (aaz 信 十 …… 十 aaalz 负 十 orz 组 十 ,aazp) 
u 


j=1 总 
1 
Zz +o-L6— Can Z 人 十 十 ai lz 多 十 aaz 风 十 aa 全 十 … 十 aa 和 9)] 
2 


=% 十 二 R 多 一 z 多 十 7 入 (4. 116) 


取 XD 一 Cx A Zi 要 2 se )” ,继续 求 取 J 9 仿 上 推 作 9 直至 近似 值 的 全 部 修 
改 量 均 小 于 给 定 精度 要 求 为 止 。 
一 般 ,可 建立 具有 松弛 因子 w 的 修改 公式 如 下 
TY 一 zz 多 wr =z® wz —z) (4. 117) 


当 w=1 时 , 式 (4. 117) 转 化 为 式 (4. 116) 。 
4.2 简单 迭代 方式 下 的 逐次 松弛 法 


在 本 法 中 ,依据 方程 排列 的 顺序 i 二 1,2,…,n 修改 zw 为 z; 使 r#+? 二 0, 由 式 (4. 116) 可 
得 Zz 二 =z 十 r 史 Gi=1,2,…,n), 令 zf+? 一 zi, 则 得 简单 迄 代 方式 下 的 逐次 松弛 迭代 公式 
ZED =zH+r (i=1,2,.,n) (4. 118) 
由 式 (4. 118) 可 见 , 它 完全 等 同 于 雅 可 比 迭 代 法 式 (4. 32)。 
一 般 , 可 建立 具有 松弛 因子 w 的 修改 公式 如 下 
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~ 


AHD zx wr = 二 (i=1,2,°" ,7) (4. 119) 


当 w=1 时 ,(4. 119) 式 转化 为 (4. 118) 式 。 
例 4.5 使 用 公式 (4. 119) 建 立 下 述 线性 方程 组 
4z1 十 3zz 一 24 
民 十 4z? 一 23 一 30 (4. 120) 
一 Zz 十 47z; 二 一 24 
的 松弛 迭代 公式 。 
解 ” 按 式 (4. 119) 可 得 如 下 松弛 适 代 公式 
etD 一 工 但 十 字 (24 一 4 多 —3zx) 
zt 一 z 名 十 户 (30 一 3z 罗 一 4z 扣 十 z 的 ) (4. 121) 


~ 


ZHU+D ez 4 (一 24 十 z 多 一 4z 多 ) 


式 (4. 119) 尚 可 改写 为 


ZHtD 一 工 罗 十 w(Zz; 一 x2) 二 (1—w) zr wr: (i=1,2,…,n) (4. 122) 
其 中 
zi 二 一 二 (anz 十 十 Qa_1Z 风 十 aziz 级 十 十 anT 多 一 b;) 


为 使 用 雅 可 比 迁 代 法 所 得 的 近似 值 。 由 式 (4. 122) 可 见 , 带 有 松弛 因子 w 按 简 单 迭 代 方 式 
的 逐次 松弛 法 就 是 雅 可 比 和 迭代 法 中 新 、 旧 两 个 迭代 值 2 、z 镶 依 名 (1 一 ww) 加 权 的 组 合 公 
式 。 


4 3 赛 德尔 迁 代 方式 下 的 逐次 松弛 法 。 
类 似 地 可 导 得 赛 德尔 迭代 方式 下 的 逐次 松弛 和 迭代 公式 
工人 + 一 一 (anrttd 十 元 寺 十 Ca 1 并 作 人 2) 十 ai+i 立 撮 : 十 ba ar —b;) (1 二 1 9 2 9 9》 n) 


(4. 123) 
由 式 (4. 123) 可 见 , 它 完全 等 同 于 高 斯 一 赛 德尔 法 式 (4. 64) 。 
一 般 , 可 建立 具有 松弛 因子 多 的 修改 公式 如 下 


TO 
开放 二 一 一 这 > (anzttd 十 … 十 Ca 人 二 Qitil Z 人 外 十 … 十 aa 多 —6;) 
nu 


TU 
一 工作 he [2 (an fet 十 … 十 aa -1 a 十 aa 所 十 aa+l Zg 和 十 … 十 Ca 并 多 ) 
EE 


=z® wz zx )=(1—w) zf +wz (4. 124) 
其 中 
Zi 3 一 二 (anzttd as ir? 十 aaz+lz 龟 ， 十 … 十 aa 多 一 态 ) 


为 使 用 高 斯 一 赛 德尔 法 所 得 的 近似 值 , 由 式 (4. 124) 可 见 , 带 有 松弛 因子 多 按 赛 德尔 迭代 方式 
的 逐次 松弛 法 就 是 高 斯 一 赛 德尔 迭代 中 新 、 旧 两 个 选 代 值 亏 、 xz 多 依 双 (1 一 记 ) 加 权 的 组 合 公 
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式 。 当 名 二 1 时, 式 (4. 124) 转 化 为 式 (4. 123) 。 
例 4.6 用 松弛 法 式 (4. 124) 解 下 列 方程 组 
4z1 十 3za 一 24 
| 3ZX1 十 4zs 一 as 一 30 
一 2Za 十 4za 一 一 24 
解 ” 按 式 (4. 124) 建 立 松 弛 和 迭代 公式 


ZH = 二 x 从 十 (24 一 4z 和 多 — 3x% ) 
AHD 一 x 于 于 硬 一 3zttD — 4z 十 zx) (4, 125) 


ww 
2 = -4x8) 


当世 一 1 时 , 即 得 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 公式 
zf 一 0.75z 因 十 6 
| XH? 一 一 0.75zftt) 十 0. 25z 多 十 7.5 (4. 126) 
TD 一 0.25zgrp 一 6 
当 也 一 1. 25 时 ,得 以 下 松弛 迭代 公式 
ztD —— 0.25zf® 一 0.937 5zx® 十 7.5 
| ZH 一 一 0.937 5zft —0.25z 十 0. 312 5zxf® 十 9. 375 (4. 127) 
xD 一 0.312 5z$+D 一 0.25z 多 一 7.5 
上 述 两 组 迭代 公式 均 取 初 值 xf? 一 z 刀 一 zi 一 1, 若 要 和 迭代 结果 精确 到 7 位 小 数 ,高 斯 - 赛 
德尔 迭代 法 需要 34 次 迭代 计算 ;而 带 有 记 一 1. 25 的 松弛 迭代 法 只 需 14 次 迭代 计算 。 所 以 只 
要 选 好 参数 % 的 值 , 松 弛 法 的 收敛 速度 是 比较 快 的 。 松 弛 法 (4. 124) 有 下 述 收敛 定理 。 
定理 4.12 松弛 法 式 (4. 124) 收 敛 的 必要 条 件 是 


0<w<2 
”证 由 式 (4. 124) 知 , 它 可 表 为 
HD) 一 (1— ww)¥® +wrLX +Dx® 十 FF] (4. 128) 
其 中 
0 [0 Ql12 U13 Cln | 
a a a 
aa 11 11 11 
U22 0 0 0 Q23 Wi Gan 
Re 4 四 2Q22 Q22 
也 一 31 一 32 0 9 U et 
dss Ga33 
Cn— Dn 
0 RE 
2 二 CC 一 1 一 1) 


> “0 | a 


| 


包 
Qil 
人 并 名 
(CA 十 1) ( 愉 bz 
es 并 
Et IT XH=|X |, F= | a 
CEHD (8) 
Zt zs pb 
a 
Cm 


式 (4. 128) 可 转化 为 等 价 的 简单 迭代 法 形式 
CH 一 (Tw EI wT wot) iF 
因此 得 该 松弛 法 的 迭代 矩阵 为 
S= (I—wi) i —wI+wd] 


S 的 特征 方程 为 
su1 一 从 312 EE Sln 
1S 一 MT| 321 S22 一 人 S2n 
Snl Sn2 “Sm 一 人 
一 (一 1)"[ 一 oa 十 cr 十 … 十 (一 1)"o] 一 0 
令 4 二 0, 知 
om 一 |3| 
根据 代数 方程 根 与 系数 关系 知 
ou = A1A2 A, 
其 中 (i 二 1,2,…,n) 为 5 的 特征 值 。 因 此 有 
AMz… 一 |s| 
1 
由 于 I 一 纺 = 让 
Ci 
1 


所 以 | 一 古 工 | ==1, 即 | (I 一 名 LL)-! | 二 1。 另 外 


1 一作 
(IDI+aot= 
所 以 | 一 I+w0|==(1 一 w)*。 则 有 


1S|=| dw [dwIt+w | 
一 | (wi) || wv t=(—w)” 


(4. 129) 


(4. 130) 


(4. 131) 


(4. 132) 


(4. 133) 


(4. 134) 
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代入 式 (4. 133) 并 取 绝 对 值得 
| (一 上) 一 12 | (4. 135) 
因 该 松弛 法 收敛 , 必 有 谱 半径 pCS) 过 1, 即 | 入 | 过 1Gi 二 1,2,…,n)。 所 以 
| ow"|= 11 一世 | = | 和 雪 |eo(S)" | 一 1 
即 
|1 一 ww| 二 1 或 0 二 ww 二 2 

定理 得 证 。 

上 述 定理 说 明 , 若 要 松弛 法 收敛 ,必须 选取 松弛 因子 wE (0,2) 。 因 这 是 必要 条 件 , 所 以 当 
松弛 因子 满足 0 二 w<2 时 ,并 不 能 保证 所 有 的 松弛 法 收敛 。 

定理 4.13 若 和 4 对 称 正定 , 则 当 0<w<2 时 ,松弛 法 恒 收 敛 。 

证 : 设 ) 为 $ 的 特征 值 ,Y 为 对 应 的 特征 向 量 , 即 


SY =XY 
其 中 Y= (yy) yu) 天 0。 将 S 的 表达 式 (4. 130) 代 和 人 上 式 得 
(I—w Li) ww t= (4. 136) 
或 [QWwIw UY = A EY (4. 137) 
两 边 乘 以 DD 得 
[Gd 一 z)D 十 zDDY = 4D— wpe)Y (4. 138) 
式 中 
0 0 al al 人 Cln 
dz1 0 0 0 as 多 don 
DL 一 一 adsl as 0 =— LL, DU 一 一 ~~—U 
0 Co 一 Dn 
dnl Aann—10 0 
所 以 [1—wD—wUlY=AD+w IY (4. 139) 


为 了 分 析 值 ,考虑 Y 右 乘 上 式 的 向 量 积 ， 
(1—w) DY,Y) —w(UY,Y) = ALCDY,Y) +w( LY,Y)] 
_ (1 —w) DY,Y) —w(UY,Y) 


等 ob (DY,Y) +w(LY,Y) Woe 
记 d 二 (DY, 站 ,l= 二 (LY,Y) ,因为 4 正定 , 故 D 亦 正定 ,所 以 
d= (DY,Y)>0 
已 知 4 为 对 称 正定 矩阵 , 即 实 对 称 和 矩阵 ,此 时 /为 实数 且 L’ 二 U。 计 算得 
(UY,Y) = (LY,Y) = (Y,LY) 一 / 
dh Mek) (4. 141) 
d+wl 


建立 以 下 差 值 
A=[(Q—wa—wf— (dt+w)’ = wd(di+2D) (wo— 2) 
因 4 正定 且 4 一 D 十 世 十 D, 所 以 
0< (4Y,Y) = (D+L+UOY,Y) 一 Cd 十 27 
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因此 , 当 0<zw<2 时 ,就 有 A<0 成立, 即 |4| 过 1, 或 pC5) 过 1 成 立 ,从 而 推 得 松弛 法 (4. 124) 必 
收敛 。 

当世 王 1 时 ,上 述 定理 就 是 定理 4. 11 。 定 理 4. 13 是 充分 条 件 , 具 有 重要 的 使 用 价值 。 

定理 4.14 若 和 4 为 不 可 约 , 对 角 占 优 和 矩阵 , 且 松 弛 因子 ww 满足 0 二 w 志 1, 则 松弛 法 
(4. 124) 必 定 收 敛 。 

证 明 办 法 和 定理 4. 10 类 似 , 这 里 不 再 著述 。 当 w=1 时 ,本 定理 即 为 定理 4. 10。 

使 用 松弛 法 求解 线性 方程 组 ,关键 是 要 选 好 松弛 因子 的 数值 。 所 选 出 的 w 值 ,不仅 要 使 
松弛 法 收敛 ,而 且 应 有 较 高 的 收敛 速度 。 能 使 松弛 法 收敛 最 快 的 松弛 因子 叫做 最 佳 松 弛 因子 。 
关于 如 何 选 取 最 佳 松 弛 因子 的 问题 ,目前 除 少 数 几 种 特殊 类 型 的 矩阵 具有 确定 最 佳 松 弛 因子 
的 理论 公式 外 ,对 于 一 般 和 矩阵 的 最 佳 松 弛 因子 选择 仍 没有 有 效 地 解决 。 即 使 有 理论 公式 的 情 
况 下 ,公式 中 的 有 关 参 数 确定 也 比较 困难 。 实 际 计算 时 ,通常 的 办 法 是 选 不 同 的 包 , 有 目 wE (0， 
2) ,然后 从 同一 初 值 出 发 ,用 松弛 法 进行 迭代 , 迄 代 次 数 同 为 次 ,再 比较 它们 相应 的 残 差 或 两 
次 近似 值 间 的 误差 ,选取 使 残 差 或 误差 模 最 小 的 松弛 因子 作为 最 佳 松 弛 因子 的 近似 值 。 亦 可 
粗 取 一 个 松弛 因子 ws E (0,2) ,然后 根据 迭代 过 程 收敛 的 快慢 逐步 改进 (例如 用 对 分 法 或 优选 
法 在 (0,2) 内 逐步 选 优 ) ,一 旦 满意 后 便 固 定 下 来 继续 迭代 , 以 达到 加 速 收 敛 的 目的 。 
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习 题 四 


4.1 用 简单 迄 代 法 及 赛 德尔 从 代 法 解 下 列 方程 组 。 
20zl 十 2zz 十 3x3 二 24 
| ZI 十 8zz 十 za 一 12 
2zl 一 3zz 十 15zs 一 30 
4.2 把 下 列 方程 组 化 成 等 价 的 方程 组 ,使 之 能 应 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 进行 求解 ,并 写 出 


迭代 公式 。 
64 一 3 一 巧 rz 14 
| 1 qa-| 下 
2 一 90 1lz 一 5 


4 3 讨论 利用 简单 迭代 法 和 赛 德尔 和 迭代 法 解 方程 4: 关 一 BCi 一 1,2) 时 的 收敛 性 。 其 中 
1 一 2 2 1 0.5 一 0.5 
“上 1 一 1|， “上 1 一 1 
一 2 一 2 1 0.5 0.5 1 


4.4 试用 松弛 法 (4. 124) ( 取 名 ==0.9) 求 解 方程 组 
| 52Z1 十 2z2 十 Zs 一 一 12 


一 Xi 十 4z; 十 2x3 一 20 
2X1 一 3z2 十]0xs 一 3 
当 满 足 上 X42? 一 XH。 之 10 下 时 迭代 终止 ,并 证 明 迭 代 过 程 是 收 伍 的 。 
《4.5 设 系数 矩阵 
a 3 
1 a 2 
一 各 如 六 
问 a 取 什么 值 时 ,简单 迭代 法 收 仿 ? a 取 什 么 值 时 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 收敛 ? 
4.6 设 线性 方程 组 4X 一 如 的 系数 矩阵 为 


4 一 


1 2 一 2 
一 ;人 
2 2 1 


证 明 雅 可 比 迭 代 法 收敛, 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 发 散 。 
4 7 设 线性 方程 组 4X 一 如 的 系数 矩阵 为 
1 0.4 0.4 
0.4 1 0.8 
0.4 0.8 1 


证 明 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 收敛 , 雅 可 比 迭 代 法 发 散 。 
4.8 求 矩 阵 @ 的 12 10: ,121- ,其 中 


A= 


i Sb We Ww -~ 


1 1 11 
| 
一 下 二 下 

二 


4.9 试 证 对 维 向 量 肝 有 
Ixl < 1Xl; < nl XI. 
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实践 中 常 有 这 样 的 问题 ;由 实验 得 到 菜 一 函数 y= 二 f(x) 在 一 系列 点 zo ,zi1，…,zx 处 的 值 
yo ，"… yn， 它们 的 函数 解析 式 是 未 知 的 ;或 者 y 二 f(z) 虽 有 明确 的 解析 式 , 但 计算 复杂 ,不 
便于 使 用 ,需要 用 比较 简单 且 易 于 计算 的 函数 PC(z) 去 近似 代 蔡 它 , 使 得 

Pl(Zzi) = y:; (i = 0,1,2,.",n) (5. 1) 
这 类 问题 称 为 插值 问题 。 上 述 P(z) 称 为 插值 函数 ,zo,z ,ze 称 为 插值 节点 或 简称 为 节 
点 。 这 些 插值 节点 所 界 的 区 间 称 为 插值 区 间 。 条 件 (5. 1) 称 为 插值 条 件 。 从 几何 上 看 ,插值 函 
数 就 是 通过 (n 十 1) 个 给 定点 (ziyyi) Gi 二 0,1,2,… ,9) 的 几何 曲线 。 

捅 值 函 数 为 我 们 提供 了 一 个 重要 的 数学 工具 ,利用 它 可 以 近似 计算 被 插值 函数 F(z) 的 函 
数值 . 极 值 . 导 数 ,并 且 用 于 数值 积分 .微分 方程 等 数值 解 方面 的 近似 计算 。 揪 值 函数 的 形式 可 
以 是 多 项 式 、 有 理 分 式 、 三 角 函 数 、 指 数 函 数 等 。 其 中 多 项 式 或 分 段 多 项 式 最 便于 计算 和 使 用 ， 
因而 最 引 人 注 目 ,特别 在 计算 机 上 被 广泛 地 选 作 插值 函数 。 本 章 只 讨论 多 项 式 的 插值 问题 , 即 
构造 nn 次 多 项 式 

了 ,(z) 一 a0 十 Qi 十 十 anzr” (5. 2) 
使 满足 Px) =y: CG=0,1,2,.,n) (5. 3) 
及 利用 P, (zx) 进行 插值 计算 的 问题 。 


$ 1 不 等 距 节 点 下 的 牛顿 基本 差 商 公式 


1.1 差 商 


对 于 可 微 函 数 ,我 们 经 常 利 用 它 的 微 商 来 研究 函数 的 性 质 。 同 样 ,对 待 以 表格 形式 给 出 的 
函数 (zx;,y;) (i 二 0,1,2,…,n) ,我 们 经 常 利 用 的 是 它 的 差 商 。 差 商 的 定义 如 下 : 
f(z) 在 zx; 点 的 零 阶 差 商 为 
flzij]= fr) (=0,1,2,.,n) (5, 4) 
f(z) 在 [zi;,z;] 上 的 一 阶 差 商 为 


ffm] = Hf fe) fee) (5.5) 
fz) — f(zo) 
例如 FLzo ,1 一 XI— zo 
fl ml] 一 Fe fe) 
f(z) 在 [zi,zzj ,zij 区 间 上 一 阶 差 商 之 差 商 为 二 阶 差 商 
flzi, x; sx 一 [人 :2 (5, 6) 


例如 [zo ,zi ,zzj 区 间 上 的 二 阶 差 商 为 
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flzo 9 ZI ,Tz ] 一 [za ,X21 — flxo ,1 | 


X22 To 
[ziyzzyzs] 区 间 上 的 二 阶 差 商 为 
ffzi sz zs] = L273 — fz x] 


| 
一 般 地 ,可 定义 区 间 [z; sTitl 9 ;Zitanj 上 的 7 阶 差 商 为 | 
fz zs tH] — Te sie fess sl) (5.7) 
ni 


各 阶 差 商 可 按 表 5. 1 的 排列 方式 逐 列 进行 计算 , 称 表 5. 1 为 差 商 表 。 


表 5.1 
fr ree 
Xo 


flzo ,ZX1 
flxi ,xz |] flzxo sT1 2 | 


ftz ] flzxo Tl 9X2 ,3 | 
1 9T2 9 XT3 
flzz sy | i 


例 Ss.1 试 列 出 fz) 一 .3 在 节点 Z 一 0,2,3,5,6 上 的 各 阶 差 商 值 。 
解 ” 按 表 5. 1 计算 得 表 5. 2。 


表 5.2 


如 以 工 代 表 时 间 z,fCz) 代 表 路 程 *, 则 一 阶 差 商 为 As/Azxs 一 元, 它 相当 于 在 [2a ,zi ] 范 围 

内 的 一 种 平均 速度 ,二 阶 差 商 则 为 上 述 平 均 速 度 的 平均 变化 率 , 即 平均 加 速度 。 所 以 差 商 表 的 

数值 可 以 直接 反映 出 函数 值 的 变化 情况 。 差 商 具 有 一 个 重要 的 特性 一 一 对 称 性 , 即 差 商 的 值 
与 同 组 节点 排列 的 次 序 无 关 。 如 

flzo ,zx1] 一 [x] — fix] fle)— fl = f[zxi,xo] (5. 8) 


1 一 0 0 一 之 1 
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FLzoyziyzz] = flzi, zs) — flzo,z1 | 


TXTo 
| zs) 一 cz) flr) — fxro) 
| 2 一 1 1 Xo ] 
f(xo) f(x1) f(x2) (5.9) 


(zo — x) (zo— ze) (zi 一 Zo)(m 一 2) (x2 CO— ro) x2 CO— Zz1) 
若 在 式 (5. 9) 左 、 右 两 边 将 [zo sT1 ,zz 中 的 变量 对 应 地 更 换 为 [zs 5 .CI ,zo 或 [zo » 2 Zi]， 则 得 
Pe fz) f(x1) f(xo) 


Cm) ma) Cn —ZXo)(zi—Zx) (zo— Zz1) (zo— Zz) 
(5. 10) 
Wri le fx) flz1) 


(Xo CO— ZX1) (Xo — x2) (Xs — Xo0) (zz — ZX1) (zi 一 Zo)(Czl 一 2z) 
显 见 ,它们 的 右 端 都 是 节点 zo ,xz1 ,zs 的 对 称 函数 ,其 差 商 值 均 相 同 。 
一 般 ; 情况 下 , 电 可 用 数学 归纳 法 证 明 f(z) 的 k 阶 差 商 flz, »T1»° …zt] 是 节点 Xo»sT1s"""> Th 
的 对 称 函 数 ,并 可 表 为 如 下 的 分 解 式 


5 zi) 
fz 人 "Zt] > (zo — ZX1) (Xo — ZT2) "(To — x.) (zl — xo) x1 — ZT2) "Tt — Xk) + 
(zi) 


yh 


(Xi — Zo) Ti — Xin) Ti O— XH) Ti CO— Th 


fz (5. 11) 


(Ti — Lo) Th — TI) Th — Tel) 
因此 不 论 如 何 安 置 zo ,zi ，… ,zi 的 排列 顺序 ,它们 所 对 应 的 差 商 值 不 变 。 
由 表 5.2 可 见 , f(x) 二 =z 的 三 阶 差 商 是 一 个 常量 。 一 般 地 , 当 f(x) 二 P(xz) 为 n 次 多 项 
式 时 ,可 以 证 明 它 的 阶 差 商 是 一 个 常量 ( 见 本 节 1. 3) 。 


1.2 牛顿 基本 差 商 公式 的 建立 
设 z 为 插值 区 间 内 的 一 个 节点 , 按 差 商 定义 ,有 如 下 关系 式 


flzo sz] 一 fe fm) (5. 12) 
flzi,zxo,x| 一 fzosz]— flz ,zo | (5. 13) 
这 一 之 1 
ffx smi sz r] = Heirsz] — fxs sx, zo] (5.14) 
于 一 多 


由 式 (5. 12) . 式 (5. 13) , 式 (5. 14)… 逐 次 解 出 FCz) ,FLzo,z], FLziyzoyz], FLzsyziyzo ,Tj 
并 逐次 代 人 下 式 得 
fx) = FGzo) 十 (zz 一 zo)FLzoyz] 
一 xzo) 十 (z 一 2o) {flz ,To | * (xz— x1)flz 9 0 ,2Z] } 
一 f(xzo) 十 (z— zo) fz ,To | 十 (Z 一 Zo)(z 一 如) {fLzz »T1 ,zo | 十 
(z— x2) fl xi, ro ,zx]) : 
= f(xo) (zr— zo) fh,zolt (zr— ro) zo— zi) flrs ,zi ,zo 二 
(zz 一 Zo)(Zz 一 ZUDCZz 一 22)fLzsyzsyziyzo] 十 … 十 


数值 分 析 


(T— Xo zr— TI) ro re) fr Tri Ti Tj 


(T— zo rT— Tro— ra) fr ri, Tro,T] 


= P,(z) + R, (x) (5. 15) 
其 中 
P,(z) = flzxo) + (rz— zo)flzosri | (rz— ro) rT— x) fro, Ti, rj 
(XO— ZX0) (x — ZX1)(z 一 22) FLzo 9 -192 ,zs | 十 … 十 
(XT— xo) zo TT rx) fro Ti ,Tn | (5. 16) 
称 为 牛顿 基本 差 商 公式 。 而 
有 RR(Cz) = ( 立 一 Zo)(z 一 Zi) ro zr) fro Tis, Ta rt] (5. 17) 
称 为 牛顿 基本 差 商 公式 的 余 式 。 


由 式 (5. 16) 可 见 ,牛顿 基本 差 商 公 式 是 按 函 数 f(x) 的 各 阶 差 商 进行 展开 的 ,这 些 差 商 位 
于 表 5. 1 中 的 第 一 斜 行 上 。 若 用 P,《z) 近 似 f(xz) ,其 误差 为 
R,(z) = f(z) — P(x) = (Z 一 Zo)(z 一 21) (一 2 FLzoyziwyznyZ] (5.18) 
当 z==zxi(i 一 0,1,2,…)7D) 时 ,Rs (zi) 二 0, 即 PCz) 一 光一 0,1, 2 25 而 当天 zi 时 ,一 般 
有 RsCz) 天 0, 所 以 忆 (Cz)sFCz)。 
例 5.2 已 知 z 一 1,4,9 的 平方 根 值 为 1,2,3, 利 用 牛顿 基本 差 商 公式 求 V7 的 近似 值 。 
解 建立 差 商 表 5. 3。 


Te 一 fa 下 fa 


0. 333 33 
一 0.016 67 
0.2 


按 式 (5. 16) 得 
P;(7) = 1 (7—1) X0.333 33 十 (7 一 1)(7 一 4) X (一 0.016 67) 一 2. 699 92 


1.3 牛顿 基本 差 商 公式 的 余 式 估计 


1.3. 1 差 商 与 导数 的 关系 式 
考虑 牛顿 基本 差 商 公式 的 余 式 R,(z) 二 A(z) 一 P,(x), 当 f(x) 为 n 阶 可 导 时 ,对 余 式 7 
阶 求 导 有 


RY zx) = fm(z) 一 Po (x) 
= fm (z) 一 {FGzo) 十 (z 一 如) 有 Lzoyz] 十 … 十 
《( 立 一 2Zo) (TXT) (TO— Tl ) flLzo 19] } 
= fm (z) —n!lflzo, xis", Tn | C5. 19) 
设 7 为 由 (z 十 ]) 个 节点 zoyz，…zn 中 最 小 值 与 最 大 值 所 确定 的 插值 区 间 , 则 R, (zx) 在 
J 了 上 具有 (z 十 1D) 个 零点 。 由 洛 尔 定理 知 R',《z) 在 上 必 有 n 个 零点 ,R(xz) 在 J 上 必 有 (n 一 
DD 个 零点 …R4” (zx) 在 J 上 必 有 一 个 零点 ( 设 为 癸 , 即 


(nm) 
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RY (€) 一 0， eE JJ 
成 立 。 于 是 由 式 (5. 19) 推 得 差 商 与 导数 的 关系 式 为 


frm t= i, ee] (5. 20) 


车 f(z) 二 Pu(z), 因 Pi (x)= 常量 ,因此 任何 nn 次 多 项 式 的 n 阶 差 商 为 一 常量 ,其 (n 十 1) 阶 
差 商 为 0。 若 增加 新 节点 z 且 f(z) 为 (n 十 1) 阶 可 导 时 ,同样 有 


+1) E 
flzo ,zi ，"" "Tn 9 = 在昌 ， GE I (5, 21) 


式 中 ,I 为 由 节点 TosT1i "Tn T 所 界 的 区 间 。 
当 差 商 公 式 中 的 变量 相同 时 , 按 差 商 的 狭义 定义 ,其 值 为 不 定式 0/0。 在 这 种 情况 下 ,应 
按 极限 的 方法 广义 定义 差 商 的 值 ,对 式 (5. 20) 两 边 取 极 限 得 


2 » (6) 
wlim fz ?1 9 | 一 站 nl 
n) 
得 FLzo 9》 0 0] = f(z0) (5. 22) 


nl! 
(nt 了 DD) 个 


称 式 (5. 22) 为 等 变 元 的 差 商 。 当 zi ,zy，,…,z,>zo 时 ,由 (5. 22) 式 知 ,这 时 牛顿 基本 差 商 公式 
转变 为 f(z) 在 zo 点 的 台 劳 展开 式 。 显 见 ,牛顿 基本 差 商 公式 实际 上 就 是 台 劳 展开 式 的 离散 
化 表示 。 


1.3.2 余 式 R(z) 的 估计 
将 (5. 21) 式 代 人 (5. 17) 式 得 


R(x) =(z— 7X0) (zr— zi) 一 吉 有 生父 -= 
(5. 23) 
VE) 
Gri ee 


式 中 , [1 Cx) 二 (x 一 z0) (zx 一 x1)…(zx 一 zs)。 车 在 TI 上 有 | +08)| 二 Mt1; 则 可 得 余 式 
的 估计 式 


IRD lS oi |L (| (5. 24) 
当 zi zz，y… ,Xr 一 >To 时 , 式 (5. 23) 成 为 
R,(z) 一 nn) E€€ (xo,7) (5. 25) 


它 就 是 台 劳 公式 的 余 式 。 : 

式 (5. 24) 中 的 |ILH(Cz)| 的 大 小 与 节点 zz ,zs 的 分 布 情况 有 关 。 为 了 了 解 
TI 《xz) 的 特征 ,我 们 在 图 5. 1 和 图 5. 2 中 画 出 了 =z 一 1) (一 2)…(z 一 6) 和 tt]1 二 t(z 一 
1)(t 一 2)…(z 一 5) 的 图 形 ,该 图 形 的 特点 是 :四 振幅 两 头 大 中 间 小 。@ 当 z 在 插值 区 间 以 外 时 
《 称 为 外 插 ) ,其 幅 值 甚大 ,所 以 外 插 误差 较 大 ,应 当 尽 量 避 免 之 ， 


1D] 


图 5. 1 图 5.2 


当 节点 为 其 他 分 布 情况 时 ,其 变化 特征 相似 。 为 使 R,(Cz) 较 小 ,如 果 f(z) 是 表格 函数 ,这 
时 节点 只 能 从 表格 中 选取 ,显然 应 选取 距 z 最 邻近 的 2 十 1 个 节点 作为 zz ，…,z ,这样 可 
使 | [TriCz)| A 对 解析 函数 来 说 , 因 | Per2 (z) | 的 最 大 值 M+ 在 插值 区 间 内 为 确定 值 ， 
如 果 选 取 z ,zi，…zr 能 使 max| Tl,+1 (Cz) | 达到 最 小 ， 则 余 式 的 最 大 绝对 值 也 为 最 小 。 为 了 
达到 这 个 目的 ， 应 选 如 下 节 点 


zt = 0,1,2,,n) (5. 26) 
作为 插值 节点 ,其 中 去 为 2 十 1 阶 切 比 雪夫 多 项 式 1.102) 的 零点 
页 一 cos 了 他 十 Tir 全 (5. 27) 
这 时 |ILCz)| 有 以 下 估计 公式 
Te 本 (5. 28) 


(参看 第 八 章 5. 3. 3。) 

实际 计算 中 , 亦 可 采用 事后 估计 误差 的 方法 来 估算 R.(z) 的 大 小 ,这 是 一 种 利用 计算 结果 
进行 间接 估计 的 方法 。 记 P, (zx) 为 以 节点 zyziyz，…zo 建立 的 插值 公式 , 另 取 一 个 新 节点 
为 Tntl , 记 Pn (ZX) 为 以 19.2 9 Tn ,Zn 建立 的 插值 公式 ， 相应 的 余 式 为 


RC) = 7 一 PC = 2) Crm),) 


RY CD) = f(2) — PP OD = Fe) za) rz) (zon) 


若 Pr” (z) 在 捅 值 区 间 上 变化 不 大 时 , 则 有 


fz)— P(x) ~ ZX—xo 
fr) — PU(z) zx— zo 


从 而 可 得 
R, (zx) = fz) — P(r) ~ 二 5 LP, (x) 一 Po (zx)] (5. 29) 


使 得 式 (5. 29) 能 方便 地 给 出 余 式 的 实际 估计 。 

例 5.3 用 插值 方法 求 V7 的 近似 值 。 

解 ” 作 函数 f(x)= 二 Vz, 取 zo 二 4,z1 二 9,z2 一 6. 25,z3 一 4. 84;Yyo 一 2, yi 二 3, yz 二 2.5, ys 二 
2.2, 建 立 差 商 表 5. 4。 
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表 5.4 


4 2 

9 3 0. 008 08 
0. 181 82 

6,25 | 2.5 一 0. 007 44 
0. 212 77 

4.84 | 2.2 


按 牛 顿 基本 差 商 公式 计算 得 
P2(7) 一 2 十 (7 一 4) x0.2+(7—4)(7—9) x (一 0.008 08) = 2. 648 48 
在 区 间 [4,9] 上 ,Fe (zx) 一 总 (去 ) <3 [i 一 0. 011 719 一 Ms, 则 Rs (7) 志 L719 本 719 
| (7 一 4)(7 一 9)(7 一 6. 25) | >z0. 008 79 。 
若 采 用 事后 估计 误差 方法 , 另 取 节 点 zx ,zz ,za 为 插值 节点 ,建立 牛顿 基本 差 商 公式 计算 得 
P 筷 (7) 一 3 十 (7 一 9) X0.181 82 十 (7 一 9)(7 一 6.25) x (一 0.007 44) = 2.647 52 
按 事后 估计 误差 公式 (5. 29) 可 得 到 


网 人 


它 与 实际 值 V7 一 P;(7) 一 一 0.002 74 相差 无 几 。 在 本 题 中 , 舍 入 误差 较 小 , 余 式 近似 为 0.5X 
10 一 ,P:(7) 可 伟人 为 2. 65。 


$2 等 距 节 点 下 的 牛顿 基本 差 商 公式 及 


(2. 648 48 一 2. 647 52) 一 一 0. 003 43 


弗 雷 瑟 图 表 法 
2.1 差分 
设 函 数 y 二 了 f(z) 在 等 距 节 点 To Ti""* Tn 上 的 值 为 Yo YL， 9 Yn ; 则 称 
Ayi1 = yi — Yi (i = 1,2,°.,n) (5. 30) 
为 f(z) 在 [xii ,zi] 上 的 一 阶 差分 。 称 
A yi 一 Ay ~— Ayi1 (i = 1,2,.",n— 1) (5. 31) 
为 了 (xz) 在 [zx;_1 ,Xit1j 上 的 二 阶 差分 。 推 至 一 般 , 称 
Ayi1 一 AMly; — Atl y; 1 (i=1,2,.…,n—k—1) (5. 32) 


为 fz) 在 Lx;_i ZHI 上 的 k 阶 差分 。 与 差 商 表 类 似 ,各 阶 差分 可 按 差分 表 5.5 逐 列 进行 计算 。 
表 S.S 


数值 分 析 


EE NHTSA 生 TAOEE 的 和 MRIORIRCA2CIEERIEF 二 SEE 


函数 f(z) 的 各 阶 差分 亦 可 按 各 节点 上 的 函数 值 表 为 


Ayo = Y1 Yo 
Ay = YC 一 


Ayz = ya — 2 


Azy = Ayi— Ayo 一 风 一 2y 十 
A?yi 一 Ay 一 Ay = 3 — 2 二 Yi 
A? yz 一 Ays 一 Ay = 4 — 2Y3 二 2 


Asy = Ay CO— A yo 一男 一 3y 十 3y 一 
Aiy = Ay — A y= ym 3y 十 3y OO — Yi 
Aiys = MA:ys — A yz = Ys — 3 十 3y 一 入 


Aty = Myi— A yo = 4 CO— yy 一 4 十 yo 
A4yi 一 Aiyzs — Ay 一 站 一 4 十 63s 一 4y2 十 入 
Atyz 一 Asys 一 Asy 一 ye 一 4y5 十 6y4 一 4ys 十 yz 


等 等 。 上 述 各 阶 差 分 中 函数 值 的 系数 正好 等 于 (a 一 5)"(r 二 1,2,3,…) 展 开 式 中 的 系数 。 
在 等 距 (间距 为 有 ) 节 点 情况 下 ,节点 为 x 二 zo 十 记 (i 二 0,1,…,n) ,这 时 差 商 可 以 用 差分 
表 为 


flLzo ,XZ1 | 一 a, flz ,2 = 全 ， flzz ,Ts | 一 hz ,... 


1ih 1! 
A 2 2 
flLzo sl ,Tz | = 52， fiz 9 2 ,Ta = 本 » flzs »T3 ,Ta | = 让 9 
3 3 
flzxo sl1 ,Tz 9T3 | 一 了 flz ,2 »T3 » Ta | 一 re 
一 般 可 表 为 flzivznes rin] = i= 0,1,2,.") (5. 33) 


nlh” 
因 n 次 多 项 式 P,(z) 的 nn 阶 差 商 是 一 个 常量 ,所 以 由 式 (5. 33) 知 ,n 次 多 项 式 的 阶 差分 亦 是 
一 个 常量 , 即 A"P, (xz) 二 常量。 
例 5.4 计算 f(z)==z 在 等 距 节 点 0,1,2,3,4 上 的 各 阶 差 分 值 。 
解 见 表 5. 6。 
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由 于 表格 数据 本 身 含 有 观测 误差 ,即使 是 解析 函数 也 会 有 舍 人 误差 。 在 逐 列 建立 差分 表 的 
过 程 中 ,假如 某 个 函数 值 y; 具有 误差 e, 则 该 误差 对 各 阶 差分 的 影响 如 表 5. 7 所 示 。 它 是 随 阶 的 
升 高 按 二 项 式 系数 分 布 的 , 且 随 着 阶 的 升 高 而 剧 增 。 因 此 ,在 高 阶 差分 中 含有 较 大 的 误差 成 分 。 


表 5.7 


如 果 差 分 表 中 的 函数 值 都 有 使 人 误差 , 设 它们 的 误差 限 为 0. 5X10-*(n 表示 值 的 小 数位 
数 ), 则 Ay 可 能 具有 的 绝对 误差 限 为 2X (0.5X10 忆 ) ,A?y 为 2 X(0.5X10-") ,一般 上 阶 差 
分 可 能 具有 的 绝对 误差 限 为 
| 总 一 2X(0.5X107) = 2 x107 (5. 34) 
当 阶 差分 及 所 有 低 于 k 阶 的 差分 ,其 数值 均 大 于 ss ,而 高 于 阶 的 差分 数值 均 小 于 es 时 , 则 
应 舍弃 那些 小 于 ss 的 差分 部 分 而 保留 差分 表 至 阶 差分 为 止 , 称 这 部 分 差分 为 差分 表 的 正常 
部 分 。 使 用 差分 表 时 ,只 应 使 用 它 的 正常 部 分 。 例 如 ,有 y 一 er 的 差分 表 5. 8, 其 6@ 二 0. 000 5， 
ee a 阶 差 分 作 
为 它 的 正常 部 分 。 


2.2 牛顿 前 插 公式 
取 间 距 为 h 的 等 距 节 点 zx ,xz ， i ,其 中 各 阶 差 商用 差分 表示 为 
flLzo i | = 这 


flzo ,TX1»T2] a Sy 
2 (5. 35) 


这 样 牛 顿 基本 差 商 公式 可 化 为 
3 
Ply = ge 


A? Yo 


11h 21h2 31h3 
人 (cr) (5. 36) 
称 上 式 为 牛顿 前 插 公 式 。 如 设 
0 
四 
则 Zz 一 zi = (zx 一 Zz0) 一 《zi 一 xz0) 一 (一 让 。 代 入 式 (5. 36) 后 进一步 化 为 
Pi 一 十 二 Ay 十 办 纪 A 十 织 一 是 全 yo 十 … 十 


tt— Din Dy, 


nl 


为 简化 公式 的 记 法 ,引入 二 项 式 系 数 的 记号 C 定义 为 
fot A en oe eens eh BN a 


: 一 和 (5. 37) 
i! 2! 
式 中 ,t 为 任意 实数 ,i 为 自然 数 。 则 牛顿 前 插 公式 可 简 记 为 
P(x) = yo 二 QA 二 +CA yo 二 十 CrA"yo (5. 38) 
式 (5. 38) 中 使 用 差分 表 5. 5 的 第 一 斜 行 上 的 各 阶 差 分 。 其 余 式 为 
R, (z) = Ea),) 
Oj Gn) (ED (5. 39) 


(n+ D1! 
2.3 牛顿 后 插 公 式 


在 节点 等 距 的 情况 下 , 若 以 相反 的 节点 顺序 z, ,zx,_1，… ,zi ,zo 建立 牛顿 基本 差 商 公式 得 
P(x) = f(x) (zr— x) fr, ,zj 
(ZT— Tn) (TO— Te) frre Tn 二 … 十 


(TO— za) To Tt) (ToT) fz, Tei 1 To (5, 40) 


fz ja ,| = 并 ze ,Tn = et 


a _ Ayrz 
因为 flz, 9 Tn—l nz po flz, 2 Tn-l Tn | Dag 2172 (5. 41) 
flz, 9 .21 1 9 Tn 2 | = flz, s 9 Tn2 9 Tal ,Zn | 二 A 
代入 式 (5. 40) 得 
莫 
P, (xz) 一 入 + 全 和 (ez) 二 今生 :zx 一 z,)(z 一 zx) 二 于 % 生 
ee ee (5. 42) 


nlh” 


称 上 式 为 牛顿 后 插 公式 。 为 化 简 上 式 , 引 入 变量 


则 Zz 一 zw; = 《ZX 一 1) 十 《zx 一 Zni) 二 (十 Dh ,代入 式 (5. 42) 得 
P,(x)= Yn 十 十 衣 Aym 十 红 者 A?y A 
Dt “+n Dy 


一 和 多 十 CAy 十 CiaAzy as 十 CaAsy s 十 … 十 CN 1 A"yo (5. 43) 
式 (5. 43) 中 使 用 差分 表 5. 5 的 最 末 斜 行 上 的 各 阶 差分 。 其 余 式 为 


RD = te 二 


号 Oticet D+n) telI (5. 44) 


例 5.5 按 下 列 数 值 表 求 y( 一 0.5) 和 y(1.5) 的 近似 值 。 


| a 
EE i 


解 ” 建 立 差 分 表 5. 9。 


QD 按 牛 顿 前 插 公式 计算 y( 一 0. 5) 的 近似 值 如 下 


A: 


?>C 一 0.5) (一 D 十 全 总 X2 十 X0 十 
ass-Das-Dxs aon 


0. 5(0. 5— 1) 
21 


@@ 按 牛 顿 后 插 公 式 计算 y(1. 5) 的 近似 值 如 下 


1.5—2 
一 一 0.5 


y(1.5) sz11 十 二 42 X8 十 
Ss 


Ez 


= x 6 十 


2.4 弗 雷 瑟 (Fraser) 图 表 及 使 用 方法 


下面 叙述 由 弗 雷 巧 提议 的 方法 ,这 是 一 个 在 等 距 节 点 下 建立 插值 公式 的 一 般 方法 。 
2.4.1 弗 雷 瑟 图 表 的 建立 方法 及 使 用 规则 
以 下 经 常 使 用 二 项 式 系数 的 记号 Cr ,定义 为 
cr = tt DG—2)…(t—mt+1) 


ml! 
其 中 mm 为 自然 数 ,i 为 任意 实数 。 它 具有 性 质 
CEH — Ctt! = 0 (5. 45) 
由 差分 定义 知 
Atly il = Aty, — Atys 1 (5. 46) 
将 式 (5. 45) 与 式 (5. 46) 两 边 分别 相 乘 得 
CHA yo — CE A ys = CAtys — Oh Arys 
或 写成 以 下 恒等式 
CG Arys 1 CE A y, 1 = ChAty, 十 CLAN y, (5. 47) 
如 果 把 上 式 中 的 差分 与 二 项 式 系数 的 乘积 称 为 “项 ”, 则 式 (5. 47) 是 由 四 个 项 组 成 的 恒等式 ,这 
种 数量 间 的 关系 可 在 差分 表 中 的 差分 间 添 加 连结 线 与 二 项 式 系数 构成 的 菱形 来 表达 ,如 图 5. 3 
所 示 。 


Cs Aty 3 


Ah-1 Ys 


ee 
只 
于 


若 从 菱形 的 左 顶点 A*!y, 出 发 ,分 别 沿 菱形 的 上 半边 与 下 半边 到 达 右 顶点 A*+1y,_1, 则 
在 上 述 两 条 路 径 上 所 得 项 之 和 分 别 为 
五 一 CAty， + CA y, 1 
1 = CAty, + CSA! y, 1 
由 式 (5. 47) 知 荆 == 了 。 
易于 发 现 , 若 从 A* 1!y, 出 发 , 循 葵 形 的 水 平 对 角 线 到 达 A*t! y,_1 ,并 规定 取 该 对 角 线 上 、 
下 两 个 项 的 半 和 作为 该 路 径 上 项 之 和 , 则 有 


Ts Es 雯 CT 十 1) 一 五 一 了 


成 立 。 综 上 可 知 ,由 菱形 的 左 顶 点 出 发 , 沿 三 个 不 同方 向 ( 正 斜 率 . 负 斜率 .水平 ) 的 路 径 由 左 向 
右 地 到 达 萎 形 的 右 顶 点 , 则 它们 所 得 的 项 之 和 都 是 相同 的 。 
式 (5.47) 中 的 p 值 目前 是 一 个 待定 的 参数 , 它 的 值 可 据 差 分 与 二 项 式 系数 间 存 在 的 特定 
关系 确定 。 例 如 取 ;==1 和 二 0 时 , 按 式 (5. 47) 得 
Yo 十 CH Ayo 二 V1 十 Cs Ayo 
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和 以 下 存在 的 关系 式 
二 CiAyo = yi 二 CliAyo = 

对 照 知 p= 二 一 1。 一 般 当 :一 : 时, 则 有 p= 二 t 一 i。 当 p 值 这 样 确定 后 ,关系 式 (5. 47) 化 为 

Ct Ay + CHD At 一 Ct ;Aky; 二 CH A y, 1 (5, 48) 
与 图 5. 3 类 似 , 式 (5. 48) 中 的 关系 可 用 图 5. 4 表达。 在 图 5. 4 的 基础 上 ,继续 拓展 蓉 形 图 的 范 
围 , 就 可 形成 图 5. 5, 此 图 称 为 弗 雷 瑟 图 表 或 菱形 图 , 它 实 际 上 就 是 在 原 差 分 表 中 添加 所 示 的 
连结 线 与 二 项 式 系数 构成 的 。 为 简化 图 5. 5, 可 将 每 个 蓉 形 的 上 下 两 个 项 点 上 相同 的 二 项 式 
系数 合并 成 一 个 后 放 在 鞭 形 的 中 心 位 置 上 ,如 图 5. 6 所 示 。 


要 Cl i CC a C yp 
3 pa] 3 一 4 2 二 4 J-s 十 5 

1 i 2 CEs ss i ~ > i Cs 
-3 A a ee Ci AR 
1 ss Ay_， > ee 本 Ch a Csr 站 
ya Pd Ch ~ pe Ci De Chis hs 本 
> ss 

1 J Ay-_ i ES i 
Yo ro CC ee Cj a Cits ws ol 
1 ss i cs ~ Be oe Cs 人 
入 ES i i A?yo 2 Ne We i A'y_s 和 
1 es EA i a Gt ee ~ 
Ys ee a Cs wg 7 
1 ss i 二 Da 
ys 2 a 9 CE a CE en 
SS A 2 > 


图 5.6 

菱形 图 5. 6 中 的 项 ,可 依据 连结 线 的 走向 按 以 下 规则 来 计算 。 

规则 1 车 连结 线 依 正 斜率 自 左 向 右 地 相交 于 差分 , 则 应 取 该 差分 与 位 于 其 下 面 的 二 项 
式 系 数 之 积 作为 项 。 

规则 2 若 连 结 线 依 负 斜率 自 左 向 右 地 相交 于 差分 , 则 应 取 该 差分 与 位 于 其 上 面 的 二 项 
式 系数 之 积 作为 项 。 

规则 3 若水 平 连 结 线 自 左 向 右 地 相交 于 二 项 式 系 数 , 则 应 取 该 二 项 式 系 数 与 位 于 其 上 
下 的 二 个 差分 的 算术 平均 值 之 积 作为 项 。 

规则 4 若水 平 连结 线 自 左 向 右 地 相交 于 差分 , 则 应 取 该 差分 与 位 于 其 上 下 的 二 个 二 项 
式 系数 的 算术 平均 值 之 积 作为 项 。 

规则 5 对 每 一 条 从 右 到 左 的 连结 线 ,可 按 该 线段 从 左 到 右 地 相交 于 差分 的 规则 1 一 4 计 
算 项 后 乘 以 一 1。 

利用 以 上 规则 1~5 ,按照 事先 确定 的 路 径 , 就 可 以 使 用 萎 形 图 5. 6 写 出 插值 公式 。 这 里 
所 述 的 路 径 ,就 是 从 萎 形 图 上 的 第 一 列 的 一 个 函数 值 (或 相 邻 两 个 函数 值 的 算术 平均 值 ) 为 出 
发 点 , 沿 着 菱形 的 边 或 水 平 对 角 线 前 进 ,最 终 到 达 于 某 个 差分 (或 上 下 两 个 差分 的 算术 平均 值 ) 
为 止 的 一 条 折线 。 当 路 径 前 进 至 某 一 差分 时 , 允许 沿 该 差分 周围 的 四 条 线段 或 水 平 对 角 线 中 
的 任 一 条 继续 前 进 , 最 后 终止 于 一 个 差分 上 。 使 用 图 5. 6 建立 插值 公式 的 过 程 是 :对 上 述 任 意 
选 定 的 一 条 路 径 , 写 下 路 径 出 发 时 的 函数 值 作为 公式 的 第 一 项 ,然后 在 沿路 径 前 进 的 过 程 中 对 
每 一 线段 按 规则 1 一 5 给 公式 附加 一 个 项 ,直至 达到 有 路径 上 最 后 一 个 差分 所 附加 的 项 为 止 。 
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2.4.2 芋 形 图 的 性 质 
下 面 用 引 理 和 定理 来 阐明 莹 形 图 5. 6 按 规则 1 一 5 建立 插值 公式 的 有 关 性 质 。 
引 理 1 当 路 径 为 整个 菱形 回路 或 尧 形 的 上 半 个 回路 或 下 半 个 回路 时 , 按 规则 1 一 5 建立 
的 插值 公式 ,其 各 项 之 和 均等 于 0。 
证 今 考 察 图 5. 3 中 的 一 个 菱形 ,由 前 知 ,由 Ar:y 出 发 ,分 别 循 萎 形 的 上 边 、 下 边 或 水 
平 对 角 线 按 规则 1 一 4 所 得 的 项 之 和 分 别 为 五 .Ta 和 五 , 且 五 一 了 一 六 当 路 径 为 整个 萎 形 回 
路 时 , 按 规则 1 一 5 所 得 各 项 之 和 为 
hi—I=0 
当 路 径 为 菱形 的 上 半 个 回路 时 , 按 规 则 1~5 所 得 各 项 之 和 为 
五 一 五 一 0 
而 当 路 径 为 菱形 的 下 半 个 回路 时 , 按 规 则 1~5 所 得 的 各 项 之 和 为 
Ts—1=0 
从 而 引 理 1 得 证 。 
引 理 2 在 菱形 图 5. 6 中 , 沿 任何 闭路 径 环绕 时 , 按 规则 1~5 所 得 各 项 之 和 为 0。 
证 在 菱形 图 5. 6 中 , 设 有 某 个 闭 回路 C 构成 的 路 径 , 其 环绕 方向 如 图 5.7 中 的 箭头 所 
示 。 若 对 包含 于 回路 C 内 的 全 部 菱形 按 图 5. 7 中 所 示 方 向 分 别 环 绕 一 周 后 , 按 规则 1~5 所 得 
各 项 之 和 与 环绕 C 一 周 所 得 各 项 之 和 相同 , 据 引 理 1 知 , 其 全 部 项 之 和 为 0, 引 理 2 得 证 。 


图 5.7 


定理 5.1 在 菱形 图 5. 6 中 ,对 起 于 函数 列 的 某 个 函数 值 w (或 (y; 十 yi41)/2) 和 终止 于 同 
一 个 差分 (或 同 列 中 上 、 下 两 个 差分 的 算术 平均 值 ) 的 任何 路 径 , 按 规则 1~5 建立 的 插值 公式 
都 是 等 价 的 ( 即 它们 具有 相同 的 插值 多 项 式 )。 

证 首先 证 明 由 y 出 发 ,经 过 二 条 不 同 的 路 径 到 达 于 同一 个 差分 , 按 规则 1~5 所 建立 的 
两 个 插值 公式 是 等 价 的 。 设 上 述 两 个 插值 公式 分 别 为 yo 十 5 ,wo 十 so, 由 于 上 述 两 条 路 径 的 
起 ,未 点 相同 ,因此 上 述 两 条 路 径 在 菱形 图 中 形成 一 个 闭 回路 , 据 引 理 2 知 s, 二 s, ,证 得 上 述 两 
个 插值 公式 是 等 价 的 。 在 此 基础 上 ,再 证 明 经 过 yo 及 与 其 相 邻 的 点 (yo 十 y1)/2、y 分 别 沿 不 
同 路 径 到 达 于 间 一 个 差分 的 三 个 插值 公式 亦 是 彼此 等 价 的 。 为 此 可 设 由 yo 出 发 ,经 过 Ay， 
再 沿 某 一 路 径 Cl 到 达 于 某 个 差分 的 插值 公式 为 . 

已 一 十 CAyw 十 s (5. 49) 

另 设 C 为 经 过 (yo 十 y1)/2、Ayo ,Gi 的 路 径 ;Cs 为 经 过 yivAy .Ci 的 路 径 , 则 相应 于 Cz “Cs 二 
条 路 径 的 插值 公式 为 
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的 tC 1 


Ps 一 却 (C% 十 轨 ) 十 二 -1 Ayo 十 * 


= 去 C% 十 ClAyo) 十 二 [ym 十 (一 DAy] 十 s 
一 寺 (% 十 CAyo) 十 寺 [Cm 一 Ay) 十 tAyo] 十 


a Cy 十 CIAy) 十 s=%+C! Ay ts 


二 1 十 Ci 1Ayo 十 s 
一 yo 十 Ayo 十 (t 一 1) Ayo 十 
二 yo 十 Ci Ayo 十 s (5. 50) 
由 此 证 得 上 述 三 个 插值 公式 Pi 、P; .Ps 都 是 等 价 的 。 继 而 可 知 ,经 由 yo、《yo 十 y1)/2、y1 而 到 
达 于 同一 个 差分 的 任何 路 径 所 对 应 的 插值 公式 亦 都 是 等 价 的 。 按 这 种 邻接 关系 递 推 ,就 可 推 
知 ,只 要 终止 的 差分 相同 , 则 不 同 起 点 .不同 路 径 所 对 应 的 插值 公式 都 是 等 价 的 。( 证 毕 ) 
这 个 定理 可 以 用 来 建立 等 价 或 不 等 价 的 插值 公式 ;同样 可 以 用 于 验证 不 同 插值 公式 间 的 
等 价 或 不 等 价 性 。 虽 然 利用 萎 形 图 可 以 构造 出 多 种 多 样 的 插值 公式 , 按 萎 形 图 的 性 质 可 以 证 
明 , 这 样 获得 的 公式 等 价 于 按 终 止 的 差分 所 涉及 的 节点 上 建立 的 插值 多 项 式 。 
2. 4.3 ”斯 梯 林 插值 公式 和 贝 塞 尔 插值 公式 
利用 蒙 形 图 ,我 们 建立 以 下 两 个 常用 的 捅 值 公式 。 
(1) 斯 梯 林 插值 公式 
在 萎 形 图 5. 6 中 ,车 取 过 y。 的 水 平 线 作为 路 径 , 按 规则 1~5 可 得 
PCz) 一 十 CI A》y-: 去 A | Cen 二 Azy ;十 


C3 gt ay a 十 … 十 
Cel A2 1 Yk a 十 Ci tC A&ky 十 … (5. 51) 
上 式 称 为 斯 梯 林 插值 公式 , 式 中 所 用 的 各 阶 差分 对 称 分 布 于 过 zo 的 水 平 线 ,所 需 的 插值 节点 


同样 对 称 于 zo。 各 阶 差分 对 应 的 系数 计算 如 下 
Ch = 本 一 DB 


= 二 二 TLR Dt ot Dit— lt 2) (Rol) 


一 Ce A —1)(t—2).(f —k—1’) (5, 52) 


寺 [Ch 十 Ci] 一 妈 起 TE 十 和 十 (十 k 一 DJ 


— gedit G+ RD 十 (十 & 一 1)Ce( 十 上 一 1 一 允 一 1) 
(5. 53) 


01 te * 2t 


£2(12 — 1) (2 — 222) (2 El’) 


本 


7 TT em me i ror op 
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代入 式 (5. 51) 后 得 
2 
P, (zx) 一 % 十 直人 于 人 十 条 y+ 
oS 3 2(712 

A 1]) Ay， + 人 A 2 二 ee 一 了 Aty s+ | 
(£2 — 1)(e Asy i £22 1) — 2? )A 

51 十 61 
s(t — 1 2 Rl1’ DA yt A 十 

(2& 一 1)! 


B12) 2).(1 Rk—1’) 
(2k)! 


十 


Azy 十 … 


《5. 54) 
斯 梯 林 插值 公 EU 
-i (6) + janhz( D2 93) 天) 


Cn DI! i 


ne — D2 nm), EEI (5. 55) 


Rlz) = ED FGTDFY jmp 22)eeelp FI), 


2(2n)1! 
名 ,名 ET 《5. 56) 
例 5.6 已 知 f(z)==sin z 的 差分 表 如 表 5. 10 所 示 。 


表 $. 10 


0. 841 47 
0. 049 74 
0. 891 21 一 0. 008 91 
0. 040 83 一 0. 000 40 
0. 932 04 ys 一 0. 009 31 0. 000 08 
0. 031 52 一 0. 000 32 
56 一 一 一 0. 009 63 一 一 0. 000 10 


0. 021 89 pe 一 0. 000 22 
.985 45 一 0. 009 85 0. 000 11 

0. 012 04 一 0. 000 11 

. 997 49 一 0. 009 96 0. 000 08 
0. 002 08 一 0. 000 03 

. 999 57 一 0. 009 99 

一 0. 007 91 
. 991 66 


1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1.7 


求 y(1. 31) 的 近似 值 。 
解 取 Zo 一 | 3 ,使 用 斯 梯 林 插值 公式 计算 如 下 
PF 1 eh 
0. 1 
0. 031 人 021 89 | 0.1 : i 63) 十 


0. 1(0.1 一 1) 义 二 0. 000 32 十 (一 0.000 22) ，0.12(0.12: 一 1) 
i 


y(1. 31) 2 0. 963 56+tx 


XxX 0.000 10 = 0.966 19 
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(2) 贝 塞 尔 插值 公式 
在 蓉 形 图 5. 6 中 , 若 取 过 圈 志 只 的 水 平 线 作为 路 径 , 按 规则 1~5 可 得 
P,(z) 一 加 者 入 十 避 二 CAyo 十 G 全 2 于 全 为 十 … 十 


(5. 57) 
2k—1 2 大 一 1 2k 2k 
1 + Cs ay ,十 C2 A 


称 上 式 为 贝 塞 尔 插 值 公式 , 式 中 所 用 的 各 阶 差 分 对 称 分 布 于 过 zo 与 zi 之 间 中 点 《zo 十 z1)/2 
的 水 平 线 , 所 需 的 插值 节点 同样 对 称 于 中 点 (zo 十 x1)/2。 各 阶 差 分 对 应 的 系数 计算 如 下 


去 [Cs 十 Ce ] 一 FE TL + DPD 十 (十 有 一 2)[2t] 


加 ZR TTL D+ 2) 十 (t 十 RR 一 2) 习 (tk—2—2k 一 2)] 


1 
一 aR 十 & 一 2)52*2] (2t— 1) 


a 2)[2A-2 
= gap D1 2) (ttR 2 (5. 58) 


Wh = a (5. 59) 
代入 式 (5. 57) 后 得 
P,(z) = 电子 是 让 (一 去 )am+ 于 ， ‘At A 
A + 全 2 二 人 2 十 
看 (一 于 )G+DIaAya 二 人们 ， Ay. i 


— ] 5 34 2 
-Ty 十 站 十 和 DY A 2 上 


1 
CT 3 


(5. 60) 
当 t= 去 时 ， 式 (5. 60) 变 得 更 加 简单 
Pp [2 十 Zi )= Wi 1.,ANy 二 人 + A'yzt+Ay 
” 2 2 8 2 


6 2n 2n 
5 ys Ay a fi LS Gm C2 = ‘A. 


1 024 2 (2n)1 
(5. 61) 
这 个 公式 叫做 中 点 贝 塞 尔 插值 公式 ,可 利用 它 加 密 表格 值 。 
贝 塞 尔 插值 公式 的 余 式 为 
Rs,(z) = Zi (ERT D+ fF GGHFDEE — DE 2) + 
(ni Gn), 有 SET (5. 62) 


2n 2n) 2n) 
Rui(z) = tH + (D2) RT) 


2n)1 
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= 疝 WE 2 NAIC), SecT 


(5. 63) 
例 5.7 利用 例 5. 6 的 差分 表 计算 y(1. 33) 的 近似 值 。 
解 ”因为 z=1. 33 靠近 xo 二 1. 3 与 z==1.4 间 的 中 线 ,应 用 贝 寨 尔 插值 公式 计算 如 下 


_1.33—1.3 _ 
:一 0T 一 0.3 


0 0 3— 1) x 二 0.009 63 + 0. 009 85) 六 


0.30 X0.3(0.3 一 1) X (一 0. 000 22) 十 


《0.3 十 1) X0.3(0.3 一 1)(0.3 一 2) 0.000 10 十 0.000 11 
4! 2 


一 0. 971 15 
斯 梯 林 插值 公式 和 贝 塞 尔 插值 公式 都 称 为 中 心 差分 公式 ,它们 都 可 用 于 z 位 于 插值 区 间 
中 部 插值 计算 用 。 


§ 3 不 等 距 节 点 下 的 拉 格 朗 日 插值 公式 


3. 1 公式 的 建立 


由 差 商 的 对 称 性 知 , fL zo ?1 9 "97 ;可 按 节 点 的 函数 值 展开 为 
(x) (Xxo) 


flzo syT19""" Tn ,并 ] 一 (ZO— Xo) x— Zz) (rz— Zr) 十 (Xxo — ZX1) (zo — Zn) (zo — Zz) 市 
EE (5. 64) 


(Tn — Xo) Tn — Tn) Cx, 一 过) 
在 上 式 的 两 边 用 (x 一 zx0) (x 一 x1)…(zx 一 z,) 乘 后 再 解 出 f(x) 得 
az) = EEE Fm) (rr) ga) + Es) fn,) el 


(zo —X1) (x0 — za) "(To — zn) 1 — to) (x1 — za) (Tl 


EF Tz) ry) 0 ) 


(Zi — To0) "(Ti— TE) Ti — ZH) Ti — Ln) 


Ee fc,) +R,(z) 


(Zn — To) (Tn — T1) "(Tn 
= L,(z) + R, (x) (5. 65) 
其 中 Re(z) = (zx— ZO(T— x) zz) flros zie, ,sz] 
称 L,(z) 为 拉 格 朗 日 插值 公式 ,R,《z) 为 它 的 余 式 ,这 个 余 式 与 牛顿 基本 差 商 公式 的 余 式 完全 
相同 。 


3.2 拉 格 朗 日 插值 公式 的 系数 表达 式 
拉 格 朗 日 插值 公式 的 应 用 极 广 , 其 系数 表达 的 形式 多 样 。 诸 如 


数值 分 析 


a 2) = EEL) TZ) (TT) (TT) 


(Xi — Zo) Ti CO— TH) Ti — Zi) (TiO— Tn) | 
/xX— 
ji 
Tilz—z;) 
;二 0 
或 au(z) 二 - 访 (5.68) 
工 [cz: 一 二 ) 和 
刘 
(Z) 
或 吓人 NG (5. 69) 
Tl zr— az) 
其 中 了 T(x) = (zx 一 Zz0)(z 一 Zz1)…(z 一 z,)。 因 
a (Tt— XT— TT TT XH) TT), (TXi) 
(Zi — ZX0) xi 一 21)… (Zi — Zi) Ti 一 Za) Ti — Xn) (XC— ZXi) 
Tl1,, Cz) 
和 L(xz:; 一 2Zo) (Ti — ZX) (xs — TH (Ts: — zx) (zx— Zi) 9 ?0 
对 [本 (Cz) 求 导 得 
TT, (= {Tx— zz— ze ) ro zm) ze Cr— x)) 
= (zt— Zz) [(z 一 如 )…(z 一 2 一 Zi)…(z 一 加) 十 
(z 一 iD)[C(z 一 z)(z 一 Zi 一 Ze 一世) 
一 [(z 一 zo)…(z 一 21)(Zz 一 2 (Tex) 十 
(z— zz ro) ro creo rn) (一 站] 
令 z= 二 xz; 代 人 上 式 得 
TTC) = Ce; — 70 — ze) i — zm) (zi — 1) (5.71) 
代 人 式 (5. 70) 知 
ai(Z) 一 dl (i =0,1,2,..,n) (5.72) 
Ll, Cz) zr— zi) 
拉 格 朗 日 揪 值 公式 中 f(z;) 的 系数 a;(z) 有 如 下 特点 : 
， 了 工 一 万 天 站 和 
ai(Z) 一 《zy7 一 0,1,2,..,7) (5.73) 
1， T= Xi 
及 yn = (5. 74) 
i=0 


因为 f(z)==L,(z) 十 R,(z) ,特别 当 f(z) 二 C( 常 数 ) 时 ,有 


C= [ 2a:z)] °C 
i=0 


所 以 式 (5. 74) 成 立 。 式 (5. 74) 常 用 来 检查 系数 计算 的 正确 性 。 称 ai (x) 为 L, (zx) 的 插值 基本 
数 。 
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3.3 拉 格 朗 日 插值 公式 会 入 误差 估计 
设 ai (Zz) 、y? .Li* (xz) 为 精确 值 ,a;(z)、y;、L (zx) 为 其 近似 值 ,Aa;、Ay;、E 为 其 使 人 误差 ， 


则 有 以 下 关系 式 
Qf (TX) = a(z)+Aa, yr = ytAy, Li (zx) = L(x) +e C5. 25) 
代 人 L* (Xx) 一 Ds Cx) yr (5. 76) 
得 Li(z) 十 E = > (ai(z) 十 Aai)( 交 十 Ay) 
i=0 
> 2 ai(z)y 亲本 > [Ayia;(Cz) 十 Aaiyi 十 AaiAy] 
可 知 近似 值 
了 (Z) 一 2 aT)y (5.77) 
的 舍 人 误差 ( 略 去 高 阶 量 ) 为 
lel= | DJ [Ay; 。 ai(X) + Aa; 。 ol 
i=0 
< OTAy|: |alz)|+ |Aa;|. |y,|] (5. 78) 
i=0 
当 | Ay: | 一 | Aa: | 一 人 时 ,上 式 化 为 
lel< (SZ[laca)l+tly|])A (5. 79) 
当 ai(z) 为 精确 值 时 ,Aa; 王 0, 式 (5. 78) 化 为 
lel< (2 lal2)|): 1Ay| (5. 80) 
f= 
其 中 |Ayo | 二 |Ay | 二 …==|Ay, | 二 |Ay| 。 因 为 
下 = 3 二 而 当 所 有 记 Cej Ri 的 
> |ai(z) | i=0 
NY > 1, 当 部 分 a;(z) > 0, 部 分 ai(z) 二 0 时 


可 见 , 当 拉 格 朗 日 插值 公式 中 有 负 系 数 出 现时 ,它们 对 y; 的 舍 人 误差 有 放大 作用 。 
例 5.8 试 估计 用 线性 插值 法 计算 ig47 时 的 误差 限 。 使 用 表 5. 11。 


表 5.11 
1. 623 249 3 1.653 212 6 1. 681 241 3 


解 应 用 "一 1 时 的 拉 格 朗 日 插值 公式 


__ Xl 光一 0 
>》 zo Tp 外 — xo”! (5. 81) 


其 中 ; 取 Zo 一 459， 1 一 48, 按 上 式 计算 得 


Wy Wp EP 


数值 分 析 


a i 
> 一 48Y° 1 48—457! 


一 0.333 333 3y 十 0. 666 666 7y1 
一 1.671 898 401 


余 式 为 Ri(z) = Algé(r—z)(r—n) (45<é<48) 
2 
估计 lg€ 的 大 小 
(lgz) = lge, (lgz) —— lge =— 3 
工 工 
所 以 |R1(47)| 志 | x x (47—45)(47— 48)| = 0.2 X 10 
结果 的 伟人 误差 限 为 


所 一 (0. 333 333 3 十 1.653 212 6) x (0.5 X 10” ) 十 
(0. 666 666 7 十 1. 681 241 3) x (0.5X10”) 一 0.2X10- 
结果 的 总 误差 为 
E 一 0.2X103 十 0.2X10 之 0.2X103 <0.5X10 

所 以 可 取 y 一 1. 672。 

例 5.9 设 y=sinz, 当 取 用 zo 二 1.74,zi 二 1.76,zz 一 1.78 建立 拉 格 朗 日 插值 公式 计算 
Z 一 1.75 的 函数 近似 值 时 ,函数 值 yo 二 sinzo ,yi 二 sinzi ,yz 二 sinzz 应 取 几 位 小 数 计算 为 好 ? 

解 ” 建 立 二 次 拉 格 朗 日 插值 公式 计算 得 

L:2(1.75) 一 0.375yo 十 0.75y 一 0.125yz (5. 82) 


Ry 
[RC1.7D< | $0.75—1.74)(1.75—1.76)(1.75—1.78) 
31 


< 可 | (175 一 1.74)(1.75 一 1.76)(1.75 一 1.78)| 一 0.5X10 
|el 志 (0.375 十 0.75 十 0.125)。|Ay|=1.25|Ay| (5. 83) 
令 |E€E|=|R;(1.75)|==0.5X10 必 及 1.25|Ay| 志 0. 5X10- 得 


_6 
lay|< 09S = 0. 000 000 4 


因为 0. 000 000 05<<0. 000 000 4, 所 以 可 取 | Ay| 二 0.5X1077, 即 w% ,ys%w 应 取 7 位 小 数 比 较 合 宜 。 


$ 4 等 距 节 点 下 的 拉 格 朗 日 插值 公式 


4.1 等 距 节 点 下 的 拉 格 朗 日 插值 公式 
对 等 距 节 点 Xi 二 xo 十 ih(i 一 0,1,2,…,n) 引 人 变量 


这 一 0 


大 
人 z 一 必 一 (一 访 iG 一 0,1, 2 。 代 人 拉 格 朗 日 插值 公式 得 


L,(zx) 一 -2 — ZX0) (TO— ZT) "(一 Xi1) (TC— Zi) “(元 一 2 fz) 


— Xo) (TiO— TTi— Xi) Ti — TH (TiO— Tn 


£3 
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SS th GG Dhelt—i— Dhe (toit Dh.(t— mh fx) 

Dh3h. 2he lhe (Ih (2 nA T 

_ tt 一 ]) 人 一 22 (人 一 2 一 1) 人 一 2 十 1…( 人 一 7 

加 名 [iG— DG—2).3.2.1]* (ID 2. 3 一 让 人) 

DG DGTiFDG DG 
Dl DGD Fa 


_ DG 
(— 1)™itttl] 

i=0 a DG TD/ 
其 中 上 天 证 下 站 一 给 一] (一 四。 


4.2 等 距 节 点 下 的 分 段 线性 插值 公式 


当 一 1 时 , 式 (5. 84) 化 为 线性 插值 公式 
上 [| —0f(z0) 二 tf (x1) 3 f(xo) 二 +[LfCx) — f(zo) J 


:一 一 全， TELzo,zi],t € [50,1] 


当 ZELzi,zit1j 时 ,相应 地 有 


t= ,ze[o,1] 


(5. 84) 


(5. 85) 


(5. 86) 


其 余 式 为 
[Ri(z)|= F(z) (sz) SPD| -Me 5.87) 
其 中 |f (x) [|< M, rE Lzi, zin | (i=0,1,2,.",n—1) 
式 (5. 86) 就 是 在 等 距 节点 下 的 分 段 线性 插值 公式 。 其 间距 记 可 由 对 | Ri (z) | 的 精度 要 求 


按 式 (5. 87) 确 定 。 因 在 每 一 小 段 [zxi ,zr1] 上 用 低 次 插值 多 项 式 来 近似 函数 ,其 合 人 误差 和 计 
算 量 均 较 小 。 在 计算 中 要 解决 的 问题 是 =xE [zi,zai] 的 判断 问题 及 确定 + 值 的 大 小 问题 。 因 


1 一 < 9 从 下 式 


5 (5. 88) 
可 知 es [eh 六 过 | (5. 89) 


式 中 , [为 取 整 值 部 分 运算 ;() 为 取 小 数 部 分 运算 。 
特别 是 在 计算 机 上 , 当 zo 一 0,h 二 2*(k 为 正 整数 ) 时 , 式 (5. 89) 成 为 
i=[2:z], t= {2tr} (5. 90) 
上 式 只 需 将 z 左 移 k 位 后 截取 其 整数 部 分 和 小 数 部 分 就 可 得 到 i 与 值 ,根据 i 值 取出 y;、 
yit1 的 数值 ,与 1 值 一 起 代 人 式 (5. 86) 就 可 进行 插值 计算 。 


4.3 ”等 距 节点 下 的 分 段 三 点 插值 公式 
在 等 距 节 点 下 ,对 于 给 定 的 z, 设 与 z 最 靠近 的 节点 为 zi, 则 工 满 足下 式 


数值 分 析 


心 一 全 < 天 工 << 习 十 公 


或 zh +h mt (5. 91) 
因此 下 标 & 值 为 


hh 

a 

类 二 [es | | (5. 92) 
hn h 2 

据 & 值 就 可 取 定 以 下 三 点 值 Czi_i1 ;Ye 1) 《zayye) 《zati yet1)。 过 上 述 三 点 建立 二 次 拉 格 朗 

日 插值 公式 


Ti(z) 一 好 一 ZICz 一 Za) 


(Th1 — Th) (Te ia) 
(XT) TE Tl) TT TT 
(zh — Tel) (zh — zw)» ’ (Xa — Te) (Til — zt (5. 93) 


令 坛 汪汪 , 则 得 


你 一 丸 一 页: 一 和 = (FT) xm re) = (t+ 1)h, 
二 一 AH 一 (xX— zi) (Th 一 Qt) 一 (t— lh 


代入 式 (5. 93) 后 成 为 


2 2 
L(x) = ye 十 (1 一 此 )yi 十 E tym 


(5. 94) 


计算 中 需要 特殊 处 理 的 情况 是 ; 当 z<zo 十 2/2 时 ,<S1, 这 时 应 规定 zx 二 zi , 取 定 zo 、zi、 
Zz 三 节点 进行 插值 计算 。 另 当 x 写 z_1 十 h/2 时 ,k 之 n, 这 时 应 规定 zi 二 zi1, 取 定 x,-;2、 
Za-1、Tn 三 节点 进行 插值 计算 。 

上 述 情况 的 另 一 种 处 理 办 法 是 ,利用 (zo ,yo)、《zi,Yy1)、《xz ,入 ) 的 三 点 插值 公式 计算 出 
y -1 一 La (z_1); 同 法 利用 (za ya)、Czry、Czyy) 的 三 点 捅 值 公式 计算 出 y+ = 二 
Lz(zn+1)。 设 插值 节点 为 xz 二 zo 十 计 Gi 二 一 1,0,1,2,… nn 十 1) ,对 于 ELzo ,zj], 可 利用 以 
下 公式 进行 插值 计算 


Sh 2 4 
L2(7X) = yt yt 2 Yen (5. 95) 


其 中 t= 
[1 
8$5 插值 公式 的 唯一 性 及 其 应 用 
5. 1 插值 公式 的 唯一 性 
如 果 插 值 节点 相同 ,在 满足 插值 条 件 下 用 不 同方 法 所 建立 的 插值 公式 是 相同 (或 等 价 ) 还 
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OO 
是 不 同 (或 不 等 价 ) 的 呢 ?” 下 面 证 明 插值 公式 的 唯一 性 问题 。 

设 P,(zx) 与 Q(z) 为 两 个 满足 同一 插值 条 件 的 不 同 的 次 插值 多 项 式 , 则 
Gz) = P(x) — Q, (x) (5. 96) 
为 次 数 不 超 过 的 多 项 式 , 据 插值 条 件 知 , 当 z==zo ,zi ，…z, 时 ,G, (xi) 二 0Ci==0,1,2,.…,n)。 
即 G,《z) 具 有 (n 十 1) 个 不 同 的 零点 ,这 是 不 可 能 的 。 这 说 明 上 述 假设 不 对 ,从 而 证 得 
P.(z) 二 Q(z), 即 满足 插值 条 件 的 次 数 不 超 过 的 多 项 式 都 是 相同 的 。 


5.2 ”插值 公式 的 应 用 


在 不 等 距 节 点 情况 下 , 若 采 用 牛顿 基本 差 商 公式 , 则 当 发 现 公式 精度 不 够 需 再 增加 个 新 
的 节点 时 ,只 需 在 原来 的 结果 上 增添 一 项 ;而 采用 拉 格 朗 日 插值 公式 时 , 则 都 要 重新 计算 .但 
在 估算 结果 的 合 人 误差 时 ,使 用 拉 格 朗 日 插值 公式 比较 容易 。 

当 节 点 为 等 距 分 布 时 ,如 果 z 靠近 表 头 ,我 们 自然 要 挑选 和 xz 最 靠近 的 zo ,zi ,…,z, 作为 
插值 节点 ,这 时 选用 牛顿 前 插 公式 比较 方便 。 同 样 理由 ,牛顿 后 插 公 式 主要 用 在 x 处 在 表示 
时 插值 计算 用 。 如 果 z 处 于 插值 区 间 中 部 , 则 可 采用 中 心 差分 公式 进行 插值 计算 。 它 们 的 选 
用 应 考虑 以 下 两 方面 。 

QD 从 插值 节点 相对 于 z 的 对 称 分 布 着 眼 , 当 z 靠近 某 插值 节点 ( 设 为 zo) 时 , 即 || 之 1/4 
时 ,以 选用 斯 梯 林 插值 公式 为 好 。 当 z 靠近 两 节点 ( 设 为 zo ,zi) 间 的 中 点 时 , 即 |t 一 1/2| 过 1/ 
4 时 ,以 选用 贝 塞 尔 插 值 公式 为 好 。 

@ 从 余 式 简单 ,便于 估算 着 眼 , 如 果 希 望 插值 公式 截止 到 偶 阶 差分 时 ,以 使 用 斯 梯 林 插 值 
公式 为 好 。 如 果 希 望 插值 公式 截止 到 奇 阶 差分 时 ,以 选用 贝 塞 尔 插值 公式 为 好 。 

使 用 插值 多 项 式 来 近似 函数 时 ,由 余 式 可 见 , 其 逼近 的 程度 不 单 与 插值 节点 的 个 数 及 其 分 
布 情况 有 关 , 还 与 函数 本 身 有 关 。 直 觉 上 ,似乎 插值 节点 愈 密 , 相 应 的 插值 多 项 式 的 次 数 愈 高 ， 
被 插值 函数 与 插值 函数 间 的 差别 应 愈 小 ,实际 情况 却 往 往 不 是 这 样 。 对 于 具有 各 阶 连 续 导 数 
的 光滑 函数 来 说 , 随 着 节点 数 的 增加 ,有 的 函数 ,例如 整 函数 的 插值 多 项 式 收敛 于 函数 本 身 ; 有 


的 就 不 “ 定 收敛 于 该 画 数 。 德 国 数学 家 龙 格 (Runge) 曾 给 出 这 样 一 个 例子 , 取 f(z) 一 站， 
这 是 一 个 很 光滑 的 函数 , 它 的 任意 阶 导 数 都 存在 。 今 在 [一 5,5] 区 间 上 使 用 十 1 个 节点 x 一 
一 5 十 2 Gi 一 0,1,2,… 站 作 n 次 插值 多 项 式 P， (Zz) , 龙 格 已 经 证 明 , 当 n>co 时 ,PP (zx) 不 在 


整个 区 间 [ 一 5,5] 上 收敛 于 f(x)。 图 5.5 中 绘 出 了 y= f(x) ( 实 线 表 示 ) 的 曲线 与 y= Pio (zx) 
(虚线 表示 ) 的 曲线 ,可 以 看 出 ,在 工 二 士 5 附近 , Pi (Zz) 偏离 f(z) 很 大 ,例如 Po (4. 8) 玉 1 8,f 
(4 8)S0. 04。 这 种 插值 多 项 式 当 节点 增加 时 依然 不 能 很 好 地 逼近 被 插值 函数 的 现象 称 为 “ 龙 
格 现象 "。 这 个 例子 说 明 , 虽 然 节 点 增多 能 使 插值 多 项 式 在 更 多 的 节点 上 与 f(z) 重 合 ,但 并 不 
能 保证 在 节点 间 插值 多 项 式 能 很 好 地 逼近 f(x)。 龙 格 现象 表明 ， 为 减少 逼近 误差 ,盲目 地 提 
高 插值 多 项 式 的 次 数 是 不 可 取 的 ;而 且 从 计算 的 伟人 误差 来 看 ， 高 次 插值 的 误差 累积 可 以 泛滥 
成 灾 。 从 公式 (5. 20) 可 见 ,对 于 有 间断 导数 的 函数 , 差 商 与 导数 间 差 别 较 大 ， 因此 取 播 值 多 项 
式 的 次 数 小 于 具有 间断 的 导数 的 阶 数 为 宜 。 在 实际 应 用 中 ,高 次 插值 (如 七 八 次 以 上 ) 极 少 被 
采用 ,而 采用 加 密 节点 的 分 段 低 次 多 项 式 插值 的 方法 往往 能 收 到 较 好 的 效果 。 
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36 反 插 值 


反 插值 问题 是 求 对 应 于 已 知 > 值 的 z 值 ,可 以 采用 下 面 两 种 办 法 解决 。 


6. 1 使 用 反 函 数 的 插值 法 


我 们 将 z 视 为 y 的 函数 , 即 z= 二 p(y) ,因此 可 直接 利用 插值 公式 进行 反 插值 计算 。 反 函数 
的 拉 格 朗 日 插值 公式 是 


= Dai(y)z: (5. 97) 


反 函 数 的 牛顿 基本 差 商 公式 是 
z= 二 To 十 (yy) GL yy 二 Cy 一 yy 一) GL yo yy 十 … 十 
(yO— yo yo— yy Oo— yi) 9 yo Yi", Ya (5. 98) 
必须 指出 ,这 种 将 xz 和 yy 关系 反 转 的 办 法 只 在 y= 二 A(z) 为 单调 连续 函数 时 才 对 ,否则 会 出 现 同 
一 y 值 对 应 多 个 z 值 的 问题 。 
例 5.10 设 有 8 位 sinz 的 函数 表 如 表 5. 12 所 示 。 


表 5. 12 
1.78 
0. 978 196 61 


对 y 一 0. 980 000 00 利用 y=sinz 的 反 函 数 进行 反 插值 。 
解 ” 取 下 列 数据 , 见 表 5. 13。 


0. 073 B47 63 
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表 5. 13 
| 
EEC 
| | | | 


代入 反 插值 的 拉 格 朗 日 插值 公式 得 
入 二 (0, 98C— y1) (0. 98 一 y, ) (0., 98— y:) 
(yo — 1) (Yo — Ya) (Yo — Ys) 
(0. 98 — yo ) (0. 98 — y, ) (0,. 98 — y;) 
(1 CO— yo) (yi CO— y2) (YO— Ys) 
(0, 98 一 y)(0. 98 一 )(0. 98 一 ys) 
(yz 一 yo)(y — y1) yz — ys) 


(0. 98 — yo) (0. 98 — y1) (0., 98 — y,) 
(ys — Yo) ys — y1) ys — Ye) X180 


一 一 0.075 080 33 X 1.74 十 0.541 441 34X1.76 十 
0. 585 448 64 X 1.78 一 0.051 809 67 x 1.80 
= 1.77 113 820 
如 建立 反 函数 的 差 商 表 5. 14, 对 y 一 0, 98, 利 用 反 函 数 的 牛顿 基本 差 商 公式 计算 得 
工 一 1.74 十 (0.98 一 0.985 719 18) x (一 5. 610 318 50) 十 
(0. 98— 0. 985 719 18) x (0. 98— 0. 982 154 32) x 
(一 74. 029 372 94) + (0, 98 一 0. 985 719 18) X (0. 98— 0. 982 154 32) x 
(0, 98 一 0. 978 196 61) X (—1 625. 452 096) = 1. 771 138 19 


X1.74 十 
X1.76 十 


X1.78 十 


表 5.14 
| 
0. 985 719 18 
一 5.610 318 50 


一 74.029 372 94 
一 54. 732 737 11 


0, 982 154 32 
0, 978 196 61 
0. 973 847 63 


一 5. 053 427 36 —1 625. 452 096 


—4. 598 779 48 


6.2 利用 正 函 数 插值 公式 的 反 插值 法 


6.2.1 方法 描述 
考虑 在 z 与 zi 之 间 进 行 反 插值 。 设 c 是 yo 与 yi 之 间 的 一 个 值 , 则 当 f(z) 连续 时 ,在 
2Zo 与 zl 之 间 必 有 z, 使 f(x)==c。 今 利 用 如 下 插值 多 项 式 来 进行 反 插值 . 
Plz) = fro) tz— xo) flroszi dt (zo— zo Cr— zr) flzro, riz] 
(Zz— ZO)(T— Zz) (To ze) fro yr, ,Zz, | (5. 99) 
令 P.(z) 二 c 后 ,将 式 (5.99) 分 解 如 下 ;: 


和 
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flLzo ?9.1 9""" Tn | (7 


To»T1 
二 Mm 十 mz (ZX 一 Xo0)(z 一 ZX1) 十 I3《T 一 ZX0)《T 一 X10)(X 一 ZX2) 十 … 十 
maT— Xo TO— Tro rt) 


= Bz) (5. 100) 


— Xo0) rT— X(T— Xl) 


Ce— f(xo) fl zo ,x1 ,x | flxo sT1»9T2 ,zs | 
一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 11a 一 一 wo0 
其 中 a Wy FLzo ,ZT1 a TosTl ， flzxo ,ZI 


二 ALzo 1 ] 
> flzxo ,1 | 
对 式 (5. 100) 采 用 逐次 逼近 法 进行 迭代 计算 。 
取 zm = 二 mi 后 逐次 迭代 如 下 
xD 一 71 十 7zzg (zz00) 


x 一 7721 十 12 Cx — Zzo) (zr 一 21) 二 73 (zx — zo) zr — Zz1) (zr — x») 


(0) 


— Zo) (XT — x1) 


zd — Br ) (5. 101) 


人) 一 Br ) 


直到 满足 精度 要 求 为 止 。 
式 (5. 100) 亦 可 按 如 下 方式 分 解 为 
ee c— f(zo) 
flzxoszi dt Cz— Zz) fro,zi, zd (ro Tro ze) fro ,ri ,zr, | 
= Bz) (5. 102) 
用 逐次 允 近 法 迭代 如 下 


RD- 二 c— f(xo) 
er 
c— f(zo) 
flzo szi dt Cr — ri) flxo ,rs x2] 
Cc— f(xo) 
flzoszidi+ zt or) flzro, riz | rH or) zr — zr) fro ,r,s x2, Ta] 


xD 一 2 十 


xX) 一 xo 十 


ZeorD Bx) 


(n) -一 Br ) 


(5. 103) 
直至 达到 精度 要 求 为 止 。 
对 于 等 距 节 点 的 情形 ,可 改 用 等 距 节 点 下 的 插值 公式 。 以 牛顿 前 插 公式 为 例 , 设 zx; 一 
To 十 h(i 二 0,1,2,…,n) 且 二 xo 十 要 (0 过 + 过 1), 则 与 式 (5. 100) 相 应 的 公式 为 


a. yo Ee ON 
# 人 Sc — 1) 一 Ct 1)(t— 2) 
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Ayo ， 1.Cr 
so 1)…( 一 12 十]) 


= @(1) (5. 104) 


与 式 (5. 102) 相 应 的 公式 为 
t= > 
Am 十 二 lzy, LE y+ Dt Dy, 


= B(7) (5. 105) 
运用 式 (5. 104) 或 式 (5. 105) 建 立 迭 代 公 式 进 行 和 迭代 , 设 达 到 精度 要 求 时 的 近似 值 为 已 则 
TATo 十 Eh 。 


对 于 y==c 值 ,其 对 应 的 精确 值 设 为 x* , 即 


fx) = (5. 106) 
又 设 满足 P,(z)==c 的 z* 的 近似 值 为 z, 则 
fx) = P,(7z) R(x) = ct Rx) (5. 107) 


两 式 相 减 得 

f(x)— f(r") =R, (zr) 

f Ozr—zr’) 一 RCz)， éE€EI 
因此 可 得 上 述 反 插值 法 的 余 式 估计 公式 


本 |R,(z)| AM 
| 二 | 人 | 和 | (5. 108) 
其 中 m < |fF (2)|, relI 


例 $. 11 用 公式 (5. 104) 解 例 5. 10。 
解 ”建立 差分 表 5. 15, 按 式 (5. 104) 建 立 如 下 分 解 式 : 


0.98 一 0.982 154 32  _(—0.000 391 27) 
一 0.003 957 71 2 X (一 0.003 957 71) 


一 0. 544 334 98 一 0. 049 431 36t(t— 1) 

to 一 0. 544 334 98 

t1 一 0. 544 334 98 一 0. 049 431 36 x 0. 544 334 98 x (0. 544 334 98 一 1) 
一 0. 556 595 66 

tz 一 0. 556 534 49， 为 一 0.556 534 83， & = 0.556 534 83 


t(t— 1) 


Z 一 1.76 十 0. 556 534 83X0.02 二 1. 771 130 70 
表 $. 1S 


y Azy 
0.982 154 32 


一 0.003 957 71 

0. 978 196 61 一 0. 000 391 27 
一 0.004 348 98 

0.973 847 63 


例 5.12 求 方程 x 一 5zx 十 3=0 在 [0,1] 上 的 根 。 
解 取 h=0.1 建立 y==x’ 一 5z 十 3 的 差分 表 5. 16。 由 表 中 可 见 ,0. 6 过 a<<0.7, 取 x 二 


Were wt Bm 


WO PR 
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0. 6,c 二 0, 按 式 (5. 104) 建 立 如 下 的 分 解 式 ， 


0 一 0.07776 ， 0.06930 ， 0985 的 /a 
1 一 一 0.409 69 +axo0.409 6552 一 1 十 8X0.409 .65 一 1 人 一 2) 
或 写成 t = 0.189 80 十 0.084 584(G 一 1) 十 0.013 79t(t—1)(t—2) 


取 刀 二 0. 189 80, 逐 次 迭代 计算 如 下 : 
ti 一 0. 189 80 十 0.084 58 x 0. 189 80 x (0. 189 80 一 1) = 0.176 79 
tz 一 0. 189 80 十 0.084 58 x 0.176 79 x (0. 176 79 一 1) 十 0.013 79xX 
0. 176 79 x (0. 176 79 一 1) x (0.176 79 一 2) = @(#) 一 0.181 15 
ts 一 种 (如 ) = 0. 180 97 
& =B$(ts) 一 0. 180 98 
ts =B(ts) 一 0. 180 98 
最 后 得 as<0. 6 十 0. 180 98X0. 1 一 0. 618 098 


1.010 24 
一 0. 478 99 
0. 531 25 0. 025 50 
一 0. 453 49 0.018 30 


0. 077 76 0. 043 80 0. 007 20 
nd 一 0. 409 69 0. 025 50 
一 0. 331 93 0. 069 30 0. 008 40 
一 0. 340 39 0.033 90 
一 0. 672 32 0. 103 20 0. 009 60 
一 0. 237 19 0. 043 50 
一 0. 909 51 0. 146 70 


一 0.094 9 


一 1. 000 00 


6.2.2 求 方程 根 的 反 插值 法 

(1) 单 点 蓄 截 法 

从 插值 的 观点 看 ,第 二 章 叙 述 过 的 单 点 弦 截 法 就 是 经 过 曲线 f(x) 上 一 固定 点 (zo ,yo) 与 
一 活动 点 (zw,y") 作 一 线性 揪 值 函数 , 求 取 y 一 0 时 对 应 的 z+1 值 作为 «近似值 ,插值 函数 为 


Pi(z) 二 wo 十 之 A (zx— zo) (5. 109) 
wo 


Tn 
令 Pi(zan) 二 0 , 代 人 上 式 解 得 单 点 弦 截 法 的 迭代 公式 


7 = Lf (Tn) — Tnf (xo) 
he fxr) — f(xo) 


近似 值 z,41 对 于 根 a 的 误差 可 按 插值 公式 的 余 式 来 估计 
(= (a zo) a—z,), BE obvi (5. 111) 


因 fla)=0,P (zeH) 一 0, 所 以 上 式 可 化 为 
Pi (Zn) — Pi(a)= P’ (WD (zan 一 0) 


的 5.1 
一 FO (x, —Q) (a —a)， 7 [本 (Zn ,0) 0 


(5. 110) 


由 此 推 知 
TI—Q a f "(8) (xo 一 Q) 


i PCD (5. 113) 
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在 收敛 的 情况 下 ,有 以 下 关系 式 成 立 
lim es | 才 和 Sz — 二 c( 常 数 ) (5. 114) 
证 得 单 点 弦 截 法 是 线性 收敛 的 。 
(2) 双 点 弦 截 法 


将 式 (5. 109) 一 式 (5. 113) 中 的 zo 以 m -1 代替 后 便 得 双 点 蓄 截 法 的 有 关公 式 。 其 中 与 式 
(5. 113) 相 对 应 的 公式 为 


(zx i —a) = 2P Dey éE€ (Tr 1 yn ,0) ,7 EE (Tn ,0) (5. 115) 
则 有 以 下 极限 式 
, | za 一 e| 二 | f(a) | | “(a) 
I en le a | | 1 
设 双 点 艾 截 法 收敛 的 阶 为 p, 就 有 
lim 6 一 (5. 117) 
及 lim la = 一 < (5. 118) 
成 立 。 由 式 (5. 118) 得 
lim|z,—a|= limc|z, 1 —alz (5. 119) 
分 别 代 入 式 (5. 116) 和 式 (5. 117) 后 得 
[rmal “(a) 
[pr 2 六 (oa) (5. 120) 
lim 了 za 一 al 一 ctt! (5. 121) 


ae | -el 一 a| a 
比较 式 (5. 120) 与 式 (5. 121) 得 以 下 关系 式 
户 二 jp 十 1， 即 p? 一 p 一 1 二 0 (5. 122) 


及 SL op 印 c 一 | 好 加 | 


Sp 
由 pr 一 p 一 1=0 解 得 ee 618， 4—1 3 ~ 一。 618。 应 取石 之 0 作为 p, 从 而 证 


得 双 点 弱 截 法 的 收敛 阶 为 1. 618。 
由 式 (5. 115) 可 知 


(5. 123) 


_ 了 (9 Ey 
一 宙 大 当心 - ay Co. (5. 124) 


We p11( 办 、 了 (和 的 符号 变化 有 关 , 它 们 不 规则 的 变化 可 能 
导致 -n+T1 一 符号 的 随机 摆动 。 
(3) 密 勒 法 (三 点 抛物 线 反 播 值 求 根 法) 
设 aE[z, ,zzj] ,了 (zn) 了 (zsz)<0, 在 [zs ,zz] 内 取 菜 点 设 为 z_1, 在 zx,、zx 1 .xs 节 
点 上 使 用 牛顿 基本 差 商 公式 得 
P;(x) = lm} 十 (Zz 一 Tn) fx, sr | 十 (Zz 一 Zn) ( 工 一 ke | )flz, 9 Tn-l | 
(5. 125) 


令 PCzt) 一 0 代入 上 式 得 
fz) 十 (zh 一 FLzz 十 (zh — Ta) Cran — Zn) [xn sn sn 2 | = 0 
FL ,Tr 1 Tn 2 (ZahHl 一 xn)? 十 {flLz» Zr 十 (Tn CO— Tl ) .FLz。 » Tn-1 » Tn 2 }x 
(xan CO— Tn) f(r) =0 


或 改写 为 Qn CTntl — xn) 十 bn (Tatl — Xn) 二 cn -= 0 (5., 126) 


其 中 a， =— FL » Tal ,Tn 2 

b, = flzay zed Cn — Tt) flrs zai) Tre) = flxny xe | an xn — Lr) 

cx = f(x) 
解 得 式 (5. 126) 的 两 个 根 为 

2 
ER 二 人 
两 根 中 应 选 与 zx, 接近 的 根 为 z+1, 即 应 取 
2c, 


We b+ sgn(b,) VB — danc, - 
2cnsgnlba) 
[bl+ VR da 
以 上 求 根 方法 称 为 密 勒 (Miller) 法 。 其 计算 步骤 如 下 。 
© 给 定 精度 se>>0, 初 始 值 TXT2 \T1 0 ,计算 f(zx2) ~flx1 ) 、FCzo ) 。 
@ 计算 
CQ2 一 FLzs ?1 ,Zo 
bs = FLzs 1 十 aa (zz 一 2I) 
C2 一 fx) 
二 2c2sgn(bz) 
|6z | 十 V 始 一 4azcs 
图 若 |zs 一 zz | 过 e; 则 a==zs; 否 则 ,下 标 增 1 后 转 @。 
用 与 双 点 弦 截 法 中 类 似 方法 可 导 得 密 勒 法 误差 估计 的 极限 式 
i es 本 上 | 3 
设 密 勒 法 收敛 的 阶 为 p, 就 有 
i (5 
rc | zn —al? 
a pire it S 
成 立 。 由 式 (5. 133) 解 得 
lim| zi 一 中 一 limc| zn —al? (5 


代入 式 (5. 132) 得 


lim|z,—a|= limc|z, i —al? = limctt! | zy 一 aw (5 
了 -Ce Ho -oo 


, 127) 


. 128) 


.129) 


. 130) 


.131) 


. 132) 


. 133) 


.134) 


. 135) 
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将 上 式 代 人 式 (5. 131) 得 


lim zu 一 a| 一 cz tehl (5. 136) 
me | Ze —al? 


再 将 式 (5. 135) 、 式 (5. 134) 代 入 式 (5. 130) 得 


| ze 一 a| p+2 


2 |z 一 ol pH 一 | 6Fo (5. 137) 
比较 式 (5. 136) 与 式 (5. 137) 得 
Ptptls eh = er | 
获得 解 p= 1.839~ 1.84 
pe be 六 (5. 138) 


(4) 继续 采用 节点 zx ,zx-1，…,z。-: 上 的 插值 函数 P;(z) (i 宇 3) 近 似 f(x) , 令 
Pi(CzoH) 一 0 (5. 139) 
因 ;一 3, 从 式 (5. 139) 中 直接 解 出 z+ 的 方法 已 不 可 取 , 只 能 用 和 迭代 法 求解 方程 (5. 139) 得 
Tnt1。 然 后 再 以 Tntl ?Tn 9 ;Tit1 为 节点 建立 P(xz) , 令 
Pi(zn2) = 0 (5,. 140) 
仿 上 求 出 z,4z ,如 此 重复 直到 | zx,41 一 xz; | <<e 满足 为 止 , 则 Q& 一 Znr+l。 
用 类 似 方法 可 推算 i 一 3,4,… 的 收敛 阶 数 。 下 面 列 出 ;一 1,2,3,4 时 的 p 值 , 见 表 BTs 
表 5.17 
Pi(z) 


单 点 弦 截 法 双 点 弦 堆 法 


1. 000 


例 5. 13 用 密 勒 法 求 方程 
f(x) 一 zer 一 1 一 0 
在 zo 二 0.5 附近 的 根 。 ， 
解 : 取 z: 一 0. 6,zi 一 0. 55,7zo 一 0. 5 ,计算 相应 的 函数 值 与 差 商 见 表 5. 18, 则 有 


C2 一 2. 210 8 
bz = 2.799 64 十 2.2108X0.05 一 2.910 18 
cz 一 0.093 271 


二 2X0.093 271 
2.910 18 十 V2.910 185 —4 X32.210 8 Xx0.093 271 

fxs) 一 一 0. 000 037 
flzxs ,zz |] = 2.838 698 
flzs ,x ,x1] = 2. 280 093 

则 有 as 一 2. 280 093 
bs = 2. 838 698 十 2.280 093 X (0.567 13 一 0.6) = 2.763 751 
cs 一 一 0. 000 037 


一 0.567 13 
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2X (一 0.000 037) 
2.763 751 十 V2.763 751 一 4X2 280 093 X (一 0. 000 037) 


一 0.567 14 
zi) 一 一 0. 000 009 
flzxs,zs] = 2.8 
flzs sx3 sx] = 1.177 663 
则 有 a4 = 1. 177 663 
& 一 2.8 十 1.177 663 x 0.000 01 = 2.800 012 
c4 一 一 0. 000 009 


24 = 0.567 13 一 


Es 2 Xx (一 0.000 009) 
w=0586714-— 2XC00%0%) 
2. 800 012 十 V2.800 012 一 4X1.177 663 X (一 0. 000 009) 
一 0.567 14 
最 后 把 上 述 计 算 结果 列 于 表 5. 18 中 。 
表 5.18 
| 
人 一 0. 175 639 2. 578 560 
0. 60 一 0. 046 711 2.799 64 2. 210 8 
0.567 13 0.093 271 2. 838 698 2. 280 093 
0. 567 14 一 0. 000 037 2.8 1. 177 663 


0.567 14 一 0. 000 009 


$7 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 


以 上 介绍 的 插值 公式 只 要 求 插值 多 项 式 在 插值 节点 上 取 给 定 的 函数 值 。 有 时 还 要 求 插值 

多 项 式 在 某 些 节点 或 全 部 节点 上 具有 给 定 的 导数 值 。 设 在 节点 zo ,zx1，…,zs 上 已 知 下 列 函 数 
值 与 导数 值 : 

yoy yo 村 

Y1 了 ,Yl 9 yf) 

i (5, 141) 


/ 4 {Crm} 
Dog ay ay 


今 要 求 这 样 的 多 项 式 Pu。(z), 使 P,(z) 在 节点 zz …zs 上 取 (5. 141) 中 的 给 定 值 。 式 
(5. 141) 中 的 条 件 总 数 为 


2 (mi 十 1) 一 mm 十 1 (5. 142) 
i=0 
利用 以 上 条 件 可 以 确定 一 个 m 次 多 项 式 
Pn,.(7z) = Go az 二 aQ2T 十 十 anz” (5. 143) 


使 满足 式 (5. 141) , 称 多 项 式 P,,(z) 为 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 它 应 满足 下 式 


第 五 章 插值 法 


kr 二 5 一 0 1，2,…， 
包 We Sm 的 (5. 144) 


DC 一 1) km Ila, 一 yr 
k=m; 


式 (5. 144) 是 一 个 以 Co yCI 9""" Um 为 未 知 量 的 线性 方程 组 。 因 函 数组 {1,zx,x 9 } 在 点 集 Zo, 
Tl1 9 ”9 上 线性 无 关 , 故 式 (5. 144) 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ,从 而 知 Qo yG1， Am 唯一 确定 。 为 
了 免除 求解 式 (5. 144) 的 困难 ,有 了 上 面 唯 一 性 的 证 明 , 就 可 研制 其 他 简捷 的 算法 求 取 P。(z) 。 


7.1 牛顿 型 埃 尔 米 特 插值 公式 


联想 到 一 个 节点 上 的 各 阶 导数 值 与 重 节点 上 的 差 商 值 有 关系 式 (5. 22) , 即 
flz: ,Ti | 二 ed = yi 


a 1 
i 9 Ti 9 Ti = 1/2! 
Ve 21! 2 (5. 145) 


flzxis zi ,Zi] = 2 = yf /mr! 
mi 十 1 个 
因此 车 在 差 商 表 中 ,对 每 一 节点 zx; 按 其 导数 的 最 大 阶 数 m; 将 它 的 个 数 分 别 增加 到 xm 十 1 个 
后 ,再 利用 式 (5. 145) 的 关系 ,就 可 将 (5. 141) 的 全 部 条 件 加 入 到 差 商 表 中 ,而 P。(z) 的 求 取 问 


题 就 可 归结 为 在 下 述 m 十 1 个 互 异 节点 组 
To » To» ”90591919 TL 9 Tn 9 Tn 9 Tn (5, 146) 
mo 十 1 个 ml 十 个 mn 二 个 


上 的 插值 问题 。 按 牛顿 基本 差 商 公式 可 将 它 表 为 
P(x) = fxzo) 十 (z 一 Zo)FLzoyzo] 十 (z 一 2 和 FLzoyzoyzo] 十 … 十 
(XO— x0) "ot FLzo 9°"*sTo ,1 ] 十 
过 - 一 


mot1 

(TC— zo) tl (zx— Zz1) fxo 9”"""9To0»T1 ,51 十 有 本 
Mg 
mot1 
(XO— xo) "tl (Zz— Zz1)™ tf[zo »***To Pv 1 9 oT ,Xz | 十 mee 十 
motl mt1 

(Zz— zor rnt ro tr "mm XK 
flLzo 9 9 T0999 Tn 19 Tl 9 Tn ,Tn | (5. 147) 


mot1 m1tl mntl 
称 公式 (5. 147) 为 重 节点 插值 多 项 式 ,其 余 式 为 
R,, (7x) fz) SS 卫 ， (zx) em FLzo 9 ”90 9 9 | (zx SS Ti)™tl 
一 一 一 一 一 一 一 一 0 


mot1 mtl 


5 i 
-在 于 T(z- Te (5. 148) 


oe Top SR A hide 
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其 中 属于 由 Tos Tl" Tn 所 界 的 区 间 内 。 
例 5.14 已 知 数值 表 表 5. 19, 求 符合 表 值 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 
表 5. 19 


解 因 xz=0 时 ,y 的 导数 最 高 阶 数 为 1, 在 差 商 表 中 应 重复 取 作 二 个 节点 ;而 x 二 1 时 ,yy 
的 导数 最 高 阶 为 2; 则 在 差 商 表 中 应 重复 取 作 三 个 节点 。 经 这 样 处 理 后 , 按 以 下 节点 0,0,1,1， 
1 建立 差 商 表 5. 20。 


表 5.20 


ft0,0,1,1,1]= 了 
一 一 6.5 


一 人 针 2 
f[0,0,1,1]=T c=6 


一 6 
0 


f/[1,1]=f (1)=6 fl0,1,11] = =—0.5 


f[1,1]=f "(1)=6 


按 牛 顿 基 本 差 商 公式 得 
P(x) 一 3 十 (Z 一 0) X4 二 (zx 一 0)? Xx (一 2) 十 
(zz 一 0)2(z 一 1) X6 十 (z 一 0)2(z 一 1)2 x(—6.5) 
一 3 十 47 一 2z2 十 6z2( 工 一 1) 一 6.5z2( 立 一 1)2 
一 一 6. 5z4 十 19z3 一 14. 5z2 十 4z 十 3 


7.2 降 阶 型 埃 尔 米 特 插值 公式 

这 是 一 种 把 高 次 插值 多 项 式 逐 次 转化 为 低 次 插值 多 项 式 的 求 取 方法 ,以 下 面 的 实例 具体 
说 明之 。 

例 5.15 已 知 数值 表 表 5. 21, 求 符合 表 值 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 


解 ”根据 表 中 条 件 可 以 确定 一 个 mm 一 9 一 1 一 8 次 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 Ps (z)。 首 先 利 
用 表 5. 22。 
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La(z) 一 22 一 2z 十 2 


则 Ps (z) 可 表 为 
Ps(zZ) 一 La(z) 十 (z 一 0)(z 一 1)(z 一 2)Pi(Cz) (5. 149) 
对 Ps(z) 求 导 两 次 得 
Pa(z) 一 (2z 一 2) 十 (3z2 一 6z 十 2)Pi(z) 十 (z 一 0)(z 一 1D)Cz 2)P,’ (Cz) 
(5. 150) 


Ps(z) 一 2 十 (6z 一 6)Pi(Cz) 十 2(3z2 一 6z 十 2) PCz) 十 
(z 一 0)(Cz 一 1])(z 一 2) PCz) 
利用 表 值 条 件 P's《0) 一 2, P's 01) 二 一 1, P's(2) 二 6 可 分 别 解 得 
Ps(0)=2, Ps(1)=1, P;(2)=2 
继续 利用 条 件 P's(0) = 一 10, P's(1) 二 0, P's(2) 二 30 可 分 别 解 得 
P's(0)=0, P’(1)=1, P's(2)—=4 
由 Ps Cz) 应 满足 表 5. 23。 


(5. 151) 


表 5.23 


Lz (Z) 一 2 一 2z 十 2 
表 5.24 


则 卫 ; (x) 可 表 为 


Ps(z) 一 Lo(z) 十 (一 0)(z 一 1)(z 一 2)PCz) (5, 152) 
对 Ps (z) 求 导 得 
Ps(z) = (2z 一 2) 十 (3z2 一 6z 十 2) PCz) 二 (z 一 Orz 一 1 (z— 2)P’,(z) 
令 P's (0) 二 0,P's(1) 二 1, P's(2) 二 4 可 分 别 解 得 
P2(0)=1, P(1)=—1, P,(2) 一 1 
建立 表 5. 25。 


NY RT OD A I RN 


按 表 5. 25 求 得 插值 公式 
P(x) = Lzs (7x) 一 2z2 一 4Z 十 1 (5. 153) 
将 式 (5. 153) 代 人 式 (5. 152) 得 
Pi (z) 一 (zz 一 2z 十 2) 十 (2 一 3z2 十 2z)(2z2 一 4z 十 1) 
一 2z5 一 10z 十 17zs3 一 10z2 十 2 


再 代入 式 (5. 149) 得 
Pi(z) 一 (好 一 2z 十 2) 十 ( 妇 一 3z2 十 2z)(2z5 一 10 太 十 17z3 一 10z2 十 2) 
一 2z8 一 16z? 十 51z6 一 81zs 十 64z4 一 18z3 一 5zZ2 十 2z 十 2 


7.3 拉 格 朗 日 型 埃 尔 米 特 插值 公式 


最 常见 的 一 种 埃 尔 米 特 插值 问题 是 要 求 插值 多 项 式 与 f(x) 在 节点 上 具有 相同 的 函数 值 
与 一 阶 导数 值 。 以 下 我 们 来 导出 这 种 插值 多 项 式 。 

设 已 知 在 插值 节点 zx;(i 一 0,1,2，,…,n) 上 的 函数 值 为 y; 二 f(zi) 以 及 一 阶 导数 值 为 y ;一 
PCzi) ,要 求 构造 满足 上 述 条 件 的 插值 多 项 式 。 因 条 件数 为 2n 十 2 个 ,可 以 确定 一 个 次 数 不 超 
过 2n 十 1 次 的 插值 多 项 式 Pz,+1《x) ,使 满足 

RN = Ll (5. 154) 
仿照 拉 格 朗 日 插值 公式 中 插值 基 范 数 的 功能 , 设 


Pn (xz) 一 > [Lai Cz) yi; Bx) Yi] (5. 155) 
i=0 
要 求 w (zx) 与 BCz) 分 别 满足 
0,， ji co 央 
wu(zi) 一 全 :02 De 
a’i(x;) 一 0 
| 0，Jj 关 i 

与 Pita = 和 7 “ (5. 157) 

Bz;) 一 0 (i,7 = 0,1,2,. ,7) 


这 样 确定 的 w(z) 与 太 (Cz) 称 为 埃 尔 米 特 插值 基 函 数 。 显 然 这 种 基 函 数 一 旦 确定 下 来 ,就 能 使 
式 (5. 155) 中 的 Pop (Cz) 满足 条 件 式 (5. 154) 。 下 面 导 出 w(z) 与 BCz) 的 具体 公式 。 
先 确定 BC(z) ,因为 


Blzi)=0, Bi(z)=0 GAD) (5. 158) 
所 以 B(x) 以 zj;(j 关 站 为 二 重 零 点 ,又 因为 
Bxi) =0, Pil(zx)=1 (5. 159) 


所 以 BCz) 以 zi 为 一 重 零 点 。 由 于 B(x) 为 次 数 不 超 过 2n 十 1 次 的 多 项 式 ,又 按 拉 格 朗 日 插值 


I Mp Sabi Cit. 二 
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公式 的 基 函 数 的 功能 ,可 令 
B(x) = ci(z— Zr) Lz) (ci 为 常数 ) (5. 160) 
(XT— Zo) zo— TT XE) To rH) "(TO— Xn) 
一 本 
其 中 有 《5. 161) 


为 nn 次 多 项 式 且 满 足 1i(z;)= 二 0G 关 让 及 li(zi) 二 1。 由 式 (5. 160) 得 
Pi(z) = ci[B (7z) + 2x — zi) (T(z)] 
代入 li(zi)=1 及 PB'i(zi)=1 解 得 ci=1。 所 以 
B(x) = (zr— zx) (zx) (5. 162) 
为 确定 a;(x) , 仿 上 分 析 知 (zi 一 ao (zj) 二 00j 关 让 ,所 以 zj (Cj 关 让 为 a; (x) 的 二 重 零点 。 
又 ai(zi) 二 1, 所 以 zz; 不 是 a;(z) 的 零点 ,由 于 Q(z) 为 小 于 2n 十 1 次 的 多 项 式 , 故 可 令 
akZ) = (az + Lz) (5. 163) 
其 中 常数 ec, 由 条 件 ai(z;) 二 1 及 a';(zx;)==0 确定 
azxi 十 b= 二 1 
a 一 0 
此 二 一 27 (Zi) 
ls 一 十 2zi20(z) 


a (XT— To) (TT (To TH) (TO— x) 
因 its = Ti — To) Ti — Xi) (x — XH) Ti a) 


(5. 164) 


两 边 求 导 得 


Pl) = Wm) HL (5. 165) 


) My 5 和; 
代入 式 (5. 163) 得 
wa(Z) 一 [一 20 (zz 十 1 十 2zi2i (x) Ez) 
一 [1 一 2(z 一 zi)1 (zr) J (zx) 


(5. 166 ) 
一 [1 = F RC) 
这 样式 (5. 155) 可 表 为 的 
Pn (x) 一 > {> = (a—a)[2y» 2 2 —y: J\A(z) (5. 167) 
其 余 式 为 和 
Nonitad sD nyt it zd (5. 168) 


(272 十 2)1 
其 中 属于 zo s 19 ”3 人 所 界 的 区 间 内 。 公式 (5. 167) 的 几何 意义 是 ， 曲线 Potis 与 fz) 
在 插值 节点 处 有 公共 切线 。 


ED FM J ONE PR ed 


特别 地 , 当 n==1 时 , 式 (5. 155) 成 为 
1 1 
Ps(z) = Da yt DRCz) y's 
i=0 i=—0 


一 (1 一 ee )BCz) “Yo 十 (1—2 Ha A?) “yi 十 
(zx— ZzoOlr) » yo rz— rz)R (zr) yl (5. 169) 
它 满足 以 下 插值 条 件 
Ps (zo) 一 Yo， Ps(z1) = JI1， P's (zo) 二 yo, P's (x1) 三 y 
式 (5. 169) 常 称 为 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 


其 余 式 为 
a Or— ED A 
因 [Gz—z0) (oz) | < | (zn) | = 包 二 2 
所 以 有 以 下 三 次 埃 尔 米 特 插值 公式 的 余 式 估计 
[BE 一 2Zo)4， AM 一 二 pes (xz) | 《5. 170) 


384 
如 果 把 区 间 [a,5] 分 成 了 2 个 子 区 间 [z; ,Xit1 ,i=0, 1， 2,. 92 1 ,在 每 个 子 区 间 上 用 上 述 
三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 来 近似 函数 y= 二 f(z) , 则 称 这 种 插值 函数 为 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 
函数 。 
仿 此 ,还 可 以 得 到 m=2(1 二 0,1,2,.…， 72) 时 的 拉 格 朗 日 型 插值 公式 如 下 


了 az (TX) 一 2) CAC TACIL 十 XCz)y] 《5. 171) 
i=0 


Qa; (7X) :一 [1— 3a;(z— 2;) 十 6:(z— zi)? | . B (zr) 
有 (z) = (zt— zx) [1 — 3a(r— 27) Li(7) 


Wa = 地 (zz) 。 BCz) 


A (XT— Xo) To Ti1) To Ti) (TO— x,) 
(Ti — To) Ti — Ti1) Ti 一 Zi 一 如) 
其 中 | (5. 172) 
Qi 一 为) = 之 Zi— 
b; = ba — De 
Fe .i -十 (i = 0,1,2,.,n) 


j=0 (2Z; a 2 72 
zi 
余 式 为 


| 交 让 二 的 计 [re (5. 173) 


例 5.16 求 符合 表 5. 26 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 


计算 f(2. 3) 的 近似 值 。 
Ps(z) 一 (1 一 2X nk )( ee ) xo.788 46 十 


;1 
> er 


解 ” 按 式 (5.169) 建 立 以 下 多 项 式 


2.2—2.4) (32.2 一 和 4 
ZX—2.4 将 一 2 2 < 
(入 下 2 .5 X 0. 875 47 十 
(z 一 2.2) 人 X0.454 55 十 
(zx—2.4) 人 X0.416 67 
以 < 一 2. 3 代入 上 式 计算 得 In2. 3<zP,(2. 3) 二 0. 832 91 
由 于 (ne)® 一 一 上 
所 以 其 余 式 估计 为 
IRG2.3)|<< 击 : F123—2.2)2(2.3— 2.4)? 2 1.067 X 10r 
7.4 特殊 情形 的 埃 尔 米 特 插值 


在 埃 尔 米 特 插值 条 件 中 ,可 以 允许 函数 值 与 导数 值 的 个 数 不 等 ， 这 时 可 以 前 述 几 种 类 型 的 
埃 尔 米 特 插值 多 项 式 为 基础 ,运用 待定 系数 法 求 出 满足 插值 条 件 的 多 项 式 , 下 面 举 例 说 明之 。 
例 5.17 求 符合 表 5. 27 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 


解 根据 表 值 ,z=0,1 时 y 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 均 为 1, 在 差 商 表 中 应 分 别 重 复 取 作 两 
个 节点 ,以 下 按 0,0,1,1,4 的 节点 顺序 建立 差 商 表 5. 28。 
因 条 件数 为 4, 可 确定 出 P; (zx) ; 则 其 三 阶 差 商 为 常数 , 因 得 


2% +3 = 2 


解 得 y, 二 1. 45。 利 用 差 商 表 建立 牛顿 基本 差 商 公式 得 
Ps(z)=0+2(z—0)+(z—0) (zr—0) 《一 2) 十 (z 一 0)(z 一 0)(z 一 1) (—2y1++3) 
WM y=1.45 代入 得 
Ps(z) 一 0. 1z8 一 0.65z2 + 2z 


辣 mw mw WwW 
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表 5.28 


二 2 
rr 


人 一 六 这 一 2 = 一 2 半 3 
二 1 一 


[0 


站 


表 5.29 


按 牛顿 基本 差 商 公式 得 


Pi(z) 一 0 十 (z 一 0) X1 一 工 
令 Pi(z) = Pi(Cz) 十 (z 一 0)(z 一 4 人 (az 十 信 
P's(z) 一 1 二 (2z 一 4)(az 十 人 十 zCz 一 4)。a 
利用 条 件 P'3(0) 二 2 及 P's;(1) 二 1 解 得 
a=0.1, 565°—=—0.25 
所 以 Pi (z) 一 z 十 z(z 一 4)(0. 1z 一 0. 25) 一 0. 1z3 一 0. 65z2 十 27 
例 5.18 求 符合 表 5. 30 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 


表 5.30 


解 @ 车 按 牛 顿 型 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 为 基础 ,可 据 表 值 建立 差 商 表 5. 31。 
表 5.31 
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利用 差 商 表 建 立 牛 顿 基 本 差 商 公式 
Pz(zx) 一 0 十 2.5(z 一 0) 一 0.5(z 一 0)(z 一 1) 一 一 0.5z2 十 3z 
令 Pi(zx) 一 P:(z) 十 (z 一 0)(z 一 1)(z 一 4)Pi(Cz) (5. 174) 


P4(z) 一 (一 z 十 3) 十 (3z2 一 10z 十 人)Pi(z) 十 (z 一 0)(z 一 1)(z 一 和 PCz) 
由 条 件 P’,(0)=2 及 P’,(1)=1 解 得 


Pi (0) 一 一 0. 25 
5. 175 
ed 二 于 WE 
令 PCz) 一 az 十 0, 利用 式 (5. 175) 可 解 得 
7 本 
CQ 一 12， b 一 0. 25 
则 P(x) = 十 (7z 一 3) (5. 176) 
代 人 式 (5. 174) 得 
Pe(z) = (一 0.5z? 十 3z) 十 (z 一 0)(z 一 1)(z 一 4) 。 十 (7z 一 3) 
二 x 一 时 2 + gr 十 2z (5, 177) 
@ 若 按 拉 格 朗 日 型 埃 尔 米 特 持 值 多 项 式 为 基础 ,可 建立 以 下 插值 公式 
二 一 0、/ 立 一 1 、? TX—l\ /zx—02. 
Ps (x)= 世人 了 | X0 十 (1—27=0)(1=0) X2.5 十 
zx—1\? zx—0\? 
Bd i i ve x1 
一 一 2z3 十 2. 5x? 十 2z (5. 178) 
令 Pi(z) = Ps(z)+elrz—0)(r—1) 


利用 条 件 P,(4) 一 4 解 得 < 二 十 ,因而 


Pi(z)= (—2x’ 十 2.5z2 十 27z) + (z—1)’ 


二 x 一 x 十 x 十 2z 


对 于 函数 值 个 数 与 导数 值 个 数 不 等 的 埃 尔 米 特 插值 问题 ,可 以 类 似 于 一 般 的 埃 尔 米 特 插 
值 问 题 得 到 其 插值 多 项 式 的 唯一 性 及 其 余 式 的 表达 式 。 


$8 三 次 样 条 插值 


8. 1 样 条 的 概念 


采用 分 段 线性 插值 与 分 段 二 次 插值 ,可 以 构造 一 个 整个 连续 的 函数 ,而 采用 分 段 三 次 埃 尔 
米 特 插值 可 构造 一 个 整体 上 具有 一 阶 连续 导数 的 插值 函数 。 能 否 把 整体 光滑 度 再 加 以 提高 以 
”满足 应 用 上 的 高 精度 要 求 呢 ? 在 原理 上 ,应 用 高 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 可 以 达到 上 述 目 的 ,但 
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它 必 须 提供 已 知 节点 上 的 导数 值 为 前 提 条 件 ,这 在 实际 上 是 较 难 满足 的 。 能 否 在 只 给 出 节点 
对 应 的 函数 值 的 情况 下 构造 出 一 个 整体 上 具有 二 阶 连续 导数 的 插值 函数 呢 ? 这 就 是 本 节 要 介 
绍 的 三 次 样 条 插值 函数 。 

样 条 这 一 名 词 来 源 于 工程 中 的 样 条 曲线 。 绘图 员 为 了 将 一 些 指定 点 ( 样 点 ) 联 结 成 一 条 光 
滑 曲 线 , 经 常用 一 条 富有 弹性 的 细 长 金属 条 ( 样 条 ) 把 相近 的 几 点 连接 起 来 ,再 逐步 延伸 连接 起 
全 部 样 点 ,而 形成 一 条 光滑 的 样 条 曲线 。 从 力学 的 角度 来 看 ,强迫 样 条 经 过 某 些 点 ,相当 于 在 
这 些 点 上 对 样 条 施加 力 的 作用 ,从 而 使 样 条 发 生 弯曲 ,我 们 截取 其 中 一 小 段 [zi zz 中 进行 分 
析 , 并 将 它 置 成 水 平 状 态 。 因 在 该 段 上 有 作用 力 Ri,R,, ,及 弯 矩 M ;才能 使 该 段 样 条 处 于 静止 
的 平衡 状态 ,如 图 5.9 所 示 。 


图 5.9 


样 条 在 上 述 力 和 力矩 的 作用 下 发 生 弯曲 变形 ,其 在 z 处 的 弯曲 程度 可 用 曲率 半径 RR 来 稀 
量 。 根 据 材料 力学 中 关于 梁 的 弯曲 变形 公式 


1 _ M(z) 
让 一 (5. 179) 


就 可 计算 出 不 同 = 处 所 对 应 的 y 值 ( 称 为 挠 度 ) 。 在 公式 (5. 179) 中 ,M(xz) 是 作用 于 zz 截面 上 
的 弯 矩 , 正 是 材料 的 弹性 模 数 ,J 是 zx 截面 上 材 料 的 质量 对 截面 质心 的 惯性 矩 。 由 于 
M(z) 一 Ri(z— zi) 二 Rin (Zi 一 2) 一 M 一 A4Az 十 B 
1 p 


太 二 一 一 2 (5. 180) 
R [D+Cy):] 
当 变形 小 时 ,y/~~0, 所 以 在 ~。 因此 公式 (5. 179) 可 近似 表 为 
”_ Mz) _ Ar+B 
Y= -=C+D (5. 181) 
积分 上 式 两 次 得 
3 一 azZ3 十 pz 十 cz 十 Cg (5. 182) 


即 样 条 的 每 一 小 段 曲 线 可 以 用 一 个 三 次 多 项 式 来 描述 。 近年 来 , 样 条 插值 的 理论 和 应 用 
发 展 很 快 , 它 在 飞机 、 船 舶 \ 汽 车 等 外 形 设计 的 工程 问题 中 , 在 数值 微分 、 数值 积分 、 微 分 
方程 和 积分 方程 的 数值 解法 ,以 及 观测 和 实验 数据 处 理 等 方面 , 样 条 函数 都 有 其 重要 的 


二 


ra rag ok 


| 
| 
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应 用 , 它 已 成 为 现代 函数 逼近 的 一 个 活跃 而 重要 的 分 支 。 三 次 样 条 是 应 用 最 广泛 的 样 
条 ,本 节 仅 介绍 三 次 样 条 函数 ， 并 只 用 于 插值 。 下 面 用 数学 语言 来 描述 ,并 建立 它们 的 计 
算 公 式 。 
设 在 区 间 [a,65] 上 取 ?十 1 个 节点 
4 一 To 二 0 所 i2 < 改 < < 一 0 
给 定 这 些 节点 上 的 函数 值 yi=f(zi) (i=0,1,2,.,n) o 现 要 求 构 造 一 个 分 段 三 次 样 条 函数 
Po (Zz), Lzo ZI] 
SCz) = 网 国光 (5. 183) 
Pa1 (Zz) 9 [zn 1 ,Tn | 
使 满足 下 列 条 件 ， 
© SCzi) 一 六 (一 0，1,2,…，72)3; 
@ 在 每 个 小 区 间 [z;,ziri] 上 是 一 个 三 次 多 项 式 ，; 
图 在 内 节点 上 ,S(z) 具 有 连续 的 一 阶 与 二 阶 导数 。 


8.2 三 次 样 条 函数 的 表达 式 


我 们 首先 考虑 在 一 个 区 间 [z;, zit1] 上 如 何 决定 三 次 样 条 函数 的 问题 。 因 在 该 区 间 上 满 
足 P,(zi)= yy: » Pi(zi+1) = Yitl ,; 按 牛顿 基本 差 商 公式 知 
Pi(z) = Pi(zxi) + (zr— Zz) PLzi zn dt (x— zx) (zx— zn)PiLz; ZilyZ] (5. 184) 
其 一 阶 导数 及 二 阶 导数 为 
Pi(z) 一 PiLzis zi (27x— Zi — zi) PiLzi, zm ,rj 
(ZT— Zi) zx— zn) PL ri, 7] (5. 185) 
P’;(zx) = 2P,[ zx; Tih XT | 二 2C27— zi— zn) PLz; ;Xi 9 区 | 十 
(ZO— Xi) (zx — zn) PLz; 9 Til ,并 ] (5, 186) 
P.;(z) z 的 三 次 多 项 式 
因 Pe 的 二 次 多 项 式 
Pi;(z) 一 一 z 的 一 次 多 项 式 


ki, 工 一 2 


若 已 知 P(x) 一 | 


Riri 全 TT XH 
则 tk eh 在 (z 一 (5. 187) 


利用 差 商 与 导数 的 关系 得 


P';[zi, zi ,7 = P;[ zi; ,xin ,9 并] = 二 二 = 2 下 
P';[Lz;y xi ,Z] 一 0 (5. 188) 
代入 式 (5. 186) 后 得 


P';(z)= 2P,[ x; s Ti | + 人 (2x 一 Zz 一 il) 和 


1—k; 
Ti 


一 2 忆 Lziyzih ,Tj 十 冯 [2(z = Xi) 十 (Zz: 一 Tir )] Rit 一 和 
TH 
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= 2P:;[ zi, ri :2 十 下 S$[2 PH 0 ps Xi) 十 ki 一 iij 


= 2P;[z; , xin x] Ss —ki) 十 ki— ki] 
从 上 式 解 得 
PiLziszm sz] = [hi + hin 十 Pi(z)] (5. 189) 
代入 式 (5. 184) 后 得 区 间 Lzi ,zz+i] 上 的 三 次 样 条 函数 为 
Pi(z) 一 % 十 (z 一 za0)JLziszaa] 十 至 (z 一 z)(z 一 zan)[CP'Cz) 十 记 十 4b] 


(5. 190) 
而 在 整个 区 间 [a, 妇 上 的 三 次 样 条 函数 则 由 Po (7z) ,Pi (Zz) »""* > Pl (Zz) 构成 。 如 果 已 知 ko, 
ki1,**,k, 的 值 , 则 对 于 给 定 的 ZE[Lziyztrij], 便 可 按 公式 (5. 190) 进 行 插值 计算 了 。 因此 问题 
转化 为 如 何 确定 ko ,ki 9°"" ,kn 的 问题 。 


8.3 (i=0,1,2,…,n) 的 求解 方法 


为 了 求 &(i 一 0,1,2,…,n), 首 先 要 推导 它们 所 满足 的 方程 。 利 用 三 次 样 条 函数 在 [zo， 

Zzsj 上 具有 连续 的 一 阶 导数 条 件 , 要 求 

P(xz) =Pi(z) (i=1,2,,n—1) (5. 191) 
即 对 于 每 个 x;(i 二 1,2,…,n 一 1) 点 处 ,从 它 左右 两 子 区 间 上 所 决定 的 三 次 曲线 应 该 有 相同 的 
一 阶 导 数 , 否 则 一 阶 导数 在 该 点 就 不 连续 了 。 由 公式 (5. 185) 知 

P’;(z)= Pi[ziza] 十 (2z 一 疙 一 za)Pi[Lziyziyz] 十 
(Tz— Zi) (x— za) PLzi, rn sr] 
SS = :十 二 (2z 一 Xi — Xn) LP (Cz) + hk 十 


1 RH 


二 eg Xi) (TO— xi) (5. 192) 


P’, 1 (xz) 一 兰 一 2 + 二 (ei 一 ziD)LP' LaCz) 十 ki 十 kj 十 


a ks (ZX— Xi) (TO— xi) 
re 
代入 Ti 得 
P’,(zi) = YH -i — Zi) (2k; 十 Rin) (5. 193) 
TH Xi 6 
P'iilzi) = 2 pe (5. 194) 
代入 式 (5. 191) 便 得 如 下 一 组 方程 
Dt 一 zk 二 kn) = 一 十 言 (zi 一 ZnD) Ch +2k;) 
整理 后 得 


(Zi Xl )k; 1 十 2(zin 二 Xi ) Rk; 十 (Xin Ga Zi) Rin 
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三 6 (2 Es /| 全 6[fLzi, zm) — fz ,Xi]] 


Tm XT Xi Tl 


er — TH Xi Ti Tt 1] 一 [zi ,zi | 
-十 2 有 十 -HL 一 6 
或 Ti a eh ng Xl tl Titl Tl 
一 6 FLzix 2iy2aH] (5, 195) 
引入 记号 
h; = Xi— Xs hin XH Xi, h; 十 ha ZHl Xl 
h; Til — Xi h:; Ti — Zs 
N= 1 (5.196 
天 十 PH ZrH 一 il hi+hi Zi 一 il 


d; = 6fLxi1 ,zis Ta | 
则 式 (5. 195) 可 化 为 
Wik 2k; Ak = di; (i = 1,2,.…,n—1) (5. 197) 
由 于 在 力学 上 将 解释 为 梁 在 xz; 处 的 弯 和 矩 , 故 式 (5. 197) 称 为 三 弯 矩 方程 组 。 这 个 线性 
方程 组 有 ?十 1 个 未 知 量 关 (i 二 0,1,2,…,n) ,所 以 从 这 个 方程 组 还 求 不 出 解 来 ,因此 还 需要 根 
据 实际 情况 补充 两 个 边界 条 件 。 
Q 自然 边界 条 件 。 这 一 条 件 为 如 一 已 一 0, 即 样 条 在 首尾 两 端 自然 伸 直 。 这 时 式 (5. 197) 
中 的 未 知 量 个 数 与 方程 数 相同 ,得 
2k1 十 Ap = di 
I 十 2k 十 XR 二 di， (i 二 2,3,.…,n—2) (5. 198) 
pp 2 十 2 1 = dn 


2 A 局 di 
2 2 2 O ks ds 
或 写成 ts 2 hs k& |= |ds (5. 199) 
0 Hn—2 2 A 2 kr cr- 


本 Al1 2 kn qr 
给 定 两 端 斜 率 yy。 这 时 在 式 (5. 193) 中 可 令 i=0 得 
六 二 加 一 各 (2 十 妈 ) 三 摘 

区 _6 /NY J/\ 
解 得 2 十 ki 一 | y | do (5. 200) 
同 法 在 式 (5. 194) 中 令 i 二 n, 解 得 

Ee 6 六 Vr Nal 

k, 1 二 2k, 一 (» 本 元 轧 d, (5. 201) 


最 后 把 式 (5. 200) , 式 (5. 197) , 式 (5. 201) 联 立 在 一 起 得 n 十 1 个 方程 
Likii 上 2k; + 人 Ri = d;,(i=0,1,2,.,n) (5., 202) 
其 中 ,pw 二 0,4, 二 0。 亦 可 用 和 矩阵 形式 表 为 


wei -人 
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2 1 ko do 
JI1 2 A 0 ki di 
pz 2 hz ||ks | ld; (5. 203) 
0 La 2 MA 1 ka dm 
1 2|k d, 


以 上 三 弯 矩 方程 组 可 用 追赶 法 求解 ,由 于 
[4i|+ | | ee 1<=2 


即 三 弯 矩 方程 组 的 系数 矩阵 具有 强 对 角 线 占 优 特性 , 因此 一 定 能 用 消 元 法 求解 。 
@ 封闭 光滑 曲线 条 件 yf? 一 y (i 二 0,1,2)。 
根据 y。 一 y, 可 获得 以 下 方程 


六 二 加 一 个 (2h 十 k1) 一 加 二 十 寺 h (hn 十 2k;) 
1 n 


再 以 办 一 ,一 代 人 上 式 后 得 
机 (2k 十 向) 十 bab 十 2ho) 一 6[ 当 二 各 一 疝 二 和 e+] 
1 n 


= 6{fLzo ,TX1] 3 [Lo ,To |} 
或 
Lankn1 二 2ko 十 AR1 ea dn (5, 204) 


其 中 入 dL ,zyz]。 将 式 (5. 204) 与 式 (5. 197) 联 立 便 得 到 以 
下 线性 方程 组 


HR 十 28 十 Mo = dai (5. 205) 
HRn 1 十 2po 十 Ank1 二 dn 
由 式 (5. 205) 可 解 得 让 和 …R il。 
三 次 样 条 函数 S(z) 允 近 f(z) 是 收敛 的 ,并 且 也 是 数值 稳定 的 ,其 误差 估计 与 收敛 性 证 明 
较 复杂 ,下 面 只 给 出 结论 。 
定理 5.2 假设 函数 f(x) 在 [a,5] 上 具有 四 阶 连续 导数 ,SC(z) 是 f(z) 满 足下 述 边 界 条 件 
DS (xo)=f0,S (zx) =f 
OS zo)=f0,S (zr) = 了 
之 一 的 三 次 样 条 函数 , 则 有 估计 式 
| Fe (zz) 一 Se NGF? Co) Nh k=0,1,2 
其 中 hi;=—=Xi— Xi1 »h = maxzh.; 


人 十 2k; 十 hkin 二 di; 一 1 2 7 一 2) 


=-2_ ,Ci = 二,C 一 工 
一 3 一 2 一 


这 个 定理 告诉 我 们 , 当 h->0( 即 n 一 oo) 时 ,对 于 满足 第 .加 边界 条 件 的 三 次 样 条 函数 SCz)、 
S'(z) 及 S'(z) 在 区 间 [a,58] 上 分 别 一 致 收 合 于 f(z)、F(z) 及 了 (zx)。 
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例 5.19 给 出 表 5. 32。 


试 求 f(z) 在 区 间 [0,3] 上 的 三 次 样 条 函数 。 
解 ” 按 表 值 建立 差 商 表 5. 33, 由 表 5. 33 得 到 /[0,1,2] 一 一 1, [1,2,3] 一 0. 5。 计 算 A 二 


= 
A 二 2 |。 


表 5.33 


按 式 (5. 202) 建 立 三 弯 矩 方程 组 
6 ,3—0 
2ko 十 ki 一 i616 = 12 


志和 二 2k 十 去 和 = 6f[0,1,2] =6x(- DD) -6 


计生 十 2hs 十 去 = 6f[1,2,3] = 6X0.5=3 


+2h = 3a(0 9)=——12 


解 得 ko = 2.666 67, ki = 6.666 67, pa = 5.333 33， ks 一 一 8. 666 67 
代入 公式 (5. 190) 得 [0,3] 在 区 间 上 的 三 次 样 条 函数 s(z) 


og (2) = 3z+ 计 x(z— DEP Cz) 十 9.333 34] 
Polz)=2.66667+4r, 0<z<l 
E (2) 一 3 十 (z 一 D) 十 言 (z 一 DCz 一 2)[PA(z) +12] 
Pi (z) 一 6.666 67 一 1.333 34(z 一 1D)， 1<z<? 
人 一 4 十 2(z 一 2) 十 震 (z 一 2(z 一 3)[Pa(z) 一 3. 333 34] 
已 :(z) 一 5.333 33—14(z—2), 2<zr<3 


$ 9 多 元 函数 插值 


为 叙述 简便 计 ,我 们 只 讨论 二 元 函数 的 插值 问题 。 对 于 多 元 函数 的 插值 问题 可 依照 二 元 


数值 分 析 
el 
函数 的 插值 问题 按 同 法 处 理 。 
9. 1 直线 插值 法 
设 已 知 双 变量 西数 的 数值 为 
1 = f(zi,y;) (i =0,1,2,.… ,7;7 = 0,1,2," ,7m) (5., 206) 


如 表 5. 34。 当 ek se | ,<y<yiH 时 ,其 对 应 的 64 值 可 近似 地 取 为 


ze (ro 十 2 和 2 dr + Bdy 


和信 fxi,Yy;) + Frm 97) — fx) (XO— Zi) 加 
TH Xs 


f Zi, Yi 1) — 0) (yy,) 
人 


yiH 
= zy + LD) (yy,) (5, 207) 
Ta Vi Yi 


9.2 曲线 插值 法 


今 以 实例 来 说 明 这 种 插值 方法 。 
例 5.20 已 知 数 值 表 表 5. 35, 求 F(0. 5,0. 03) 的 近似 值 。 


解 按 下 面 的 步骤 进行 插值 计算 。 
@ 当 yo 二 0. 00 时 ,利用 数据 表 表 5. 36 建立 差分 表 表 5. 37。 
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利用 牛顿 前 插 公 式 计算 = 一 0. 5 时 的 了 C0.5,0,00) 的 近似 值 % (二 (0. 5 一 0. 4)/0. 3 一 二 ) 


1 2 
一 Xx 一 一 
zo 一 2. 500 十 言 (一 上 o7D 过关 全 到 X0.642 一 2. 072 


@ 当 yy 二 0.05 时 ,利用 数据 表 表 5. 38 建立 差分 表 表 5. 39。 
表 5.38 


利用 牛顿 前 插 公 式 计算 = 一 0. 5 时 的 70. 5,0. 05) 的 近似 值 ma (t 一 二 ) 


三 2.487 十 去 义 Ct 068) 一 地 XX0. 644 = 2. 069 


当 yz 二 0. 10 时 ,利用 数据 表 表 5. 40 建立 差分 表 表 5. 41。 
表 5.40 


利用 牛顿 前 插 公 式 计算 一 0. 5 时 的 0. 5,0. 10) 的 近似 值 zz 二 二》 


= 十 去 x (二 1.056) 一 地 x 0. 637 = 2. 033 
@ 利用 以 上 计算 结果 得 下 面 数值 表 表 5. 42。 
囊 5S. 42 
De a 
EE 


按 表 5. 42 数据 建立 差分 表 表 5. 43。 


取 y% 一 0,t 一 “0 一 二 ,使 用 牛顿 前 插 公式 计算 fC0.5,0.03) 的 近似 值 
3 2 
了 XxX 
f(0. 5,0.03) ~ 2.072 十 也 X (一 0.003) 十 53x) x (一 0.033) = 2.074 


mm 


用 拉 格 朗 日 插值 公式 计算 z=1. 4 的 函数 近似 值 。 
5.2 对 于 下 表 


| %0 | ws | mm [io ] or 
11. 38 12. 80 14. 70 17. 07 19. 91 


用 牛顿 基本 差 商 公式 求 y(102) 的 近似 值 。 
5.3 对 于 
flz) 一 10z 十 z2， 工 一 0.0,0.1,0.2,0.3;0.4 


5.4 给 定数 表 


| | WW | WW | | 六 
2. 768 2. 833 2. 979 3. 062 3. 153 


(1) 作 一 分 段 线性 插值 函数 。 

《2) 取 自 然 边 界 条 件 作 三 次 样 条 插值 多 项 式 。 

(3) 用 两 种 插值 函数 分 别 计算 zx 一 75.5 和 z=78. 3 的 函数 值 。 
5.5 已 知 函 数 表 


| -| ww | 0 | we ] Th | 
1. 221 40 1. 491 82 1. 822 12 2. 225 54 


用 牛顿 前 插 公式 、 斯 梯 林 插值 公式 、 牛 顿 后 插 公 式 分 别 求 >(0. 05) .y(0. 42)、y(0, 75) 的 近似 
值 。 
5.6 按 下 表 构 造 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 


0.728 0 


求 三 次 样 条 函数 SCz) ,使 满足 ， 
(1) 端 点 条 件 为 
S’(0.25) = 1.000 0， S (0.53) = 0. 686 8 


(2) 端 点 条 件 为 
S"(0. 25) 一 一 2， SC0.53) = 0.6479 


5.8 已 知 下 列 数值 表 


0.475 481 8 | 0.4846555 | 0.4937452 | 0.5027498 | 0.5116683 | 0.520 4999 


利用 反 插值 的 拉 格 朗 日 插值 公式 计算 y==0. 5 时 的 > 值 。 
5.9 ”给 定 以 下 数值 表 


0.0025 一 0.048 4 一 0.096 8 


利用 插值 多 项 式 反 插值 法 求 > 一 0 对 应 的 值 ,要 求 精确 到 小 数 后 3 位 。 
5. 10 ” 设 拉 格 朗 日 插值 公式 为 立 oi(z) jzi)。 证 明 : 
(D Srtailz)=r (k=0,1,2,.,n) 


+ 


DEr—z) ian)=0 k=0,1,2,%, 0) 

5.11 f(z) 二 ln(x), 插 值 节 点 为 z= 二 0.4,0.5,0.7 和 0. 8, 求 三 次 插值 多 项 式 P: (z) ,并 
估计 余 式 。 

5.12 ”对 函数 sinz,cosz 在 [0,-3] 中 构造 步 长 为 h 的 等 距 节点 函数 表 , 若 要 求 线 性 插值 


的 截断 误差 小 于 0. 5X10 习 , 问 有 应 取 多 小 及 函数 表 的 数值 应 取 至 小 数 后 几 位 较 合适 ? 
5.13 给 定 f(z)==e, 设 z=0 是 四 重 插值 节点 ,x 二 1 是 单 重 插值 节点 , 试 求 相 应 的 埃 尔 
米 特 插值 公式 。 
5.14 设 f(z) 二 xz’ 十 zt 十 3z 十 1, 求 下 列 差 商 值 。 
flL2° »21 2 27] 
fl2° ,2! 2 28 | 
5. 15 证 明 嘲 A?y 二 Ays 一 A 
5.16 对 于 f(z)=e “的 下 列表 值 


应 用 拉 格 朗 日 插值 公式 得 
La(0. 20) 一 一 到 0.10) 二 fC0.15) 十 三 (0.25) 一 下 f(0. 30) 


一 
Rs (0. 20) = 0. 10 x 0.05 x (一 0.05) x (一 0.10) 。 ee 10 委 和 委 0.30 


问 计 算 中 f(z) 应 取 几 位 字 长 比较 合适 ? 
5.17 用 线性 插值 法 求 cos50" , 表 值 如 下 


试 估计 结果 的 总 误差 。 
5. 18 已 知 某 函 数 有 以 下 表 值 


如 果 用 代数 多 项 式 吻 合 这 些 数据 , 问 使 用 儿 次 多 项 式 为 好 ? 
5. 19 假设 对 f(z) 在 步 长 为 h 的 等 距 节 点 上 造 函 数 表 , 且 | 了 (zx) | 二 RM, 若 取 f(z)= 
sinz, 问 九 应 取 多 大 才能 保证 线性 插值 的 截断 误差 不 大 于 0. 5x10- a 
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数值 积分 和 数值 微分 是 数值 逼近 的 一 个 重要 内 容 , 也 是 插值 函数 的 一 个 直接 应 用 。 


§ 1 数值 积分 


在 工程 和 科学 实验 中 , 经 常 要 计算 定 积分 
|7 (xz)dz 
在 实际 应 用 中 常会 磁 到 如 下 情况 。 
QD 被 积 函数 f(z) 的 原 函数 不 能 用 初等 函数 表示 ,如 | szdz, | ,edz 等 。 


@ (zxz) 的 原 函 数 的 表达 式 过 于 复杂 。 
@ f(z) 用 表格 形式 给 出 。 


(6. 1) 


对 于 上 述 情况 ,都 要 求 建立 定 积分 的 近似 计算 方法 。 数值 积分 的 基本 思想 是 用 简单 函数 P(z) 近 


似 代替 被 积 函 数 , 然 后 建立 如 下 形式 的 求 积 公式 
| fCD dr A cof x0) + af lr) + cf C1) 


(6. 2) 


公式 中 的 系数 值 6;，zi(i 二 0,1,2，…,n) 可 以 有 多 种 不 同 的 确定 方法 ,相应 地 就 产生 了 不 同 的 


求 积 公式 。 例 如 ,可 以 从 以 下 不 同 的 角度 出 发 来 建立 求 积 公式 。 
QD 要 求 求 积 公式 具有 最 高 的 代数 精确 度 。 
@ 求 积 公 式 的 余 式 具有 最 小 的 绝对 值 。 
@ 求 积 公 式 中 的 系数 绝对 值 之 和 为 最 小 以 达到 抑制 误差 的 作用 。 
@ 系数 相等 以 便于 计算 。 
在 实际 问题 中 ,应 该 根据 对 积分 的 具体 要 求 建立 或 选用 所 需要 的 求 积 公 式 。 


1.1 对 称 的 求 积 公式 
若 用 ”十 1 个 等 距 节 点 下 的 拉 格 朗 日 插值 公式 表达 Az) 时 , 即 


加 _ Di 
fz) = fz th) = 之 NDIGDf +Re) 


jn te HH 
其 中 Rb = hm TF) [大 (é) 
则 1=| fwdr = fmt ht)dt = Q+R 


n 让 (一 1) "it Cet Ls 
二 dt (zi) = hye i) 
其 中 Q >[|, il nl —D | f(z ef 


i=0 


R=4|, Rd 


(6. 3) 


(6. 4) 


(6. 5) 


(6. 6) 


(6.7) 
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由 于 积分 值 Q 不 仅 取 决 于 插值 公式 的 次 数 n ,而且 取 决 于 积分 区 间 的 上 下 限 x 与 x”, 所 以 引 
人 下 面 的 记号 


QQ» (9) = n>) cif (xi) (6. 8) 
be 为 插值 多 项 式 的 次 数 ;积分 区 间 的 长 度 为 p 个 ;9g 为 积分 区 间 左 端点 的 下 标 , 即 x = 


。 这 时 积分 区 间 右 端点 x 为 
x 一 zy 十 ph 二 (zo 十 gh) 十 ph== ee 一 pHy 


全 Qu 二 大“7e 人 9 一 下 一 户 二 138 太 十 13 户 一 及 十 此 放 Fo 人 
式 中 ,Qu (1 表示 从 地 一 屏 到 二 zs 对 三 次 插值 多 项 式 的 求 积 公式 。 


1. 1. 1 对 称 的 求 积 公式 
设 插值 区 间 为 [zo ,zj, 积 分 区 间 长 度 为 ph 且 积 分 区 间 相 对 于 插值 区 间 的 中 点 zz 对称 分 


布 , 则 积分 区 间 的 左 端点 和 右 端 点 的 下 标 分 别 为 


/一 于 大 np yw_n,p_ntp 
人 6 的 


其 求 积 公式 为 Qs (3 了) ,显然 它 完全 由 n 和 思 唯一 地 确定 ,所 以 亦 可 简 记 为 Qs。。 它 的 系数 
计算 公式 为 
二 (一 了 一 rt 

| Na SG Bs 

系数 ci; 的 值 对 于 插值 区 间 中 心 是 对 称 分 布 的 (参看 本 节 1. 1. 2) , 即 有 
Ci 一 Cr (6. 11) 

由 于 这 种 对 称 性 , 称 这 种 类 型 的 求 积 公式 为 对 称 的 求 积 公式 。 它 的 表达 式 Qe 亦 可 改写 成 对 
称 的 形式 (这 时 把 区 间 的 中 点 取 为 O 点 ) 


Qu -De (6. 12) 
式 中 ,NN\D 为 常数 ,w; 二 w_;。 为 了 使 用 方便 ， 对 偶数 时 的 对 称 求 积 公式 


-De 


R= Nam Jr (€) (6. 13) 
2 一 奇数 时 的 对 称 求 积 公 式 


R= Dp ft (Ce) (6. 14) 
分 别 列 出 表 6. 1 和 表 6. 2, 以 备查 用 。 


144 0 
120 960 
448 0 


| 
| | am] ts] sms] rrr] -| 
| 
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5 178 


yi 
| | | 
| 
| 
7 | 9 | | 


一 | 172 80 298 9 132 3 


1.1.2 关于 ci 二 c,-_; 的 证 了 明 


分 四 种 情况 讨论 之 。 


(1) n 二 2r (偶数 ) ,i 一 2m( 偶 数 ) 


由 式 (6. 10) 可 得 
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=[ A— D2 wget 1) 2 pL2rt1] 1 到 tt27+1] 
3 ila—DIG—D" iD! 5? t—i 


令 导 寺 半 , 则 二 6 和 ， 一 一 下 ，& 一 去 , 代 人 上 式 得 


| 


二 - 雪 yr 一 神 
7 个 因子 r 个 因子 
[| [GD …[e 一 0] | | 
= ne 
一 二 v8 [6 3 一] dé (6. 15) 
其 中 
wo et i 
(6. 16) 
显然 p( 全 是 奇 函 数 ,所 以 有 
[pOde=0 
于 是 式 (6. 15) 可 化 为 
1 各 了 
Gi 一 gre (z -| ,oe] 
一 prem CE (6. 17) 


再 以 ”一 代替 式 (6. 10) 中 的 i 值 ,得 


_ [ 尝 (— D™ yet 
co 一 a aD 
(一 1)2m nie tL2r+1] 
iln—DU nti 


] 和 0 


i1(n 一 2) 1 


”一 人 一 2 
1 : n ， 
SN 
1 旧 页 工作 
一 i | POEdE+ (3 一 D|, ?Od | 


] 各 
一 CE (6, 18) 
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Es 


对 照 式 (6. 17) 与 式 (6. 18) 知 ， ci; 二 cu-: 成 立 。 
(2) n 二 2r( 偶 数 )， i 二 2m 十 1( 奇 数 ) 
可 仿 (1) 证 得 ci 一 cr; 威 立 。 
(3) 7 一 27 十 1( 奇 数 ) ， i 二 2m( 偶 数 ) 
按 式 (6. 10) 有 


je (1) rr-2my [2rt2] 


Ts ND-D 
_ (一 1)2 mt ve 2L2r+2] 
Tia DI se t—i 
_] 人 (二 2 se ps 
rE 一 一 一 一些 ( 作 变 换 & 二 t 一 三 ) 
il(n—i)!1J-4 6 十 (县 一 ; 2 
Eh r 寸 1 个 因子 
加 i 上 [ 针 3 | “| | “| 针 三] 1 =| "ee 
il(n 一 2)1 地 Rs 
Cy i 
—1 和 n s 
Ge bm ds i 
其 中 


9( = | (27 | Te 一 《人 一 于 了 自 二 人 TD] “| (到 7 
显然 (6 为 偶 函 数 , 所 以 有 


i= J [六 res 一 他- i) ,wede] 
证 
| PO (6. 20) 
相应 地 有 
= 人 (一 1)morDireH] 


《7 一 让 1 一 (一动 ]! ny ee 
(CD: [i 
il(n—i) ls t—nti 


[2rH2] 
_ CD” (6 二 3) 训 
i DL 二 各 一 ni 


2 


1 
EE rr 


和 十 二 
n 
Se (7 二 入 
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en pr 9p(é) [s+ Gs 从 全 一 外 | dé 


il(n 


-nls yr eet (gD| ,oO 


ps gO dé C6. 21) 


il(n 
对 照 式 (6. 20) 与 式 (6. 21) 可 知 ,ci 二 c,_; 成 立 。 
(4) 2 一 27 一 1( 奇 数 ) ， i 一 2m 十 1( 奇 数 ) 
可 仿 (3) 证 得 上 一 c ;成 立 。 


1.2 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 


当 积 分 区 闻 与 插值 区 间 相同 时 ,相应 的 对 称 求 积 公 式 为 Qn ,Qz，…,Q。,，…, 这 些 公式 统 
称 为 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 。 其 中 常用 的 有 


Qu 一 委 ( 户 十 户 )， 有 一 一 十 忆 J2 (9 一 一 梯形 公式 (6. 22) 
Qu 一 号 ( 广 十 4 万 十 广 )，R 一 一 站 晤 Fo (全 一 一 辛 卜 生 公式 (6. 23) 
Qss = Bh 十 3 十 3 户 十 户 ), 尺 一 hf 一 318 公式 (6. 24) 


Qu = 起 h(7 fz 二 32fi 二 12fo 十 32 有 i 十 7f2),R = Je (全 一 一 柯 特 斯 公式 


(6. 25) 
Te 可 将 牛顿 - A nT et 
Qo -MN Pf, = “2 i (6. 26) 
二 一 汪 - 生 
式 中 ,c 色 则 做 牛顿 柯 特 斯 系数 , 它 与 与 积分 区 间 无 关 ， 其 部 分 系数 数值 列 于 表 6. 3 中 。 
当 f(z)= 二 c( 常 数 ) 时 有 
有 
| caz= @—0) DD) er/fi+R 
c(6—a)= 人 c 色 十 0 
即 >》 6 (6. 27) 


成 立 。 式 (6. 27) 不 仅 可 以 用 做 检验 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 中 系数 c 包 的 计算 正确 性 ;还 可 以 用 
来 估计 计算 结果 Qu 的 舍 人 误差 大 小 。 
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oolw 
oo| 一 


总 
如 


信号 
[o>3 
ss 
el [es 
le 


| 
Io 


34 


132 3 298 9 298 9 
172 80 172 80 172 80 172 80 
588 8 一 928 989 
283 50 283 50 283 50 283 50 283 50 


假如 f(z;) 和 cf? 的 舍 人 误差 <e, 那 么 使 用 牛顿 - 柯 特 斯 公式 计算 积分 近似 值 时 引入 的 使 
人 误差 小 于 或 等 于 


C 一 ae27 (|e®|+|fcz)|) (6. 28) 
i=0 
二 1, cc >>0 
入 6. 29 
由 于 包 ”1 .9 


因此 , 当 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 中 的 系数 有 正 有 负 时 ,其 结果 的 含 人 误差 限 较 系 数 恒 为 正 时 要 大 。 
由 表 6. 3 见 , 当 ”之 8 时 ,有 的 公式 中 有 人 负 系数 出 现 ,所 以 采用 牛顿 - 柯 特 斯 公式 时 ,一 般 只 用 
n<7 的 公式 。 
例 6.1 用 ?一 6 牛顿 - 柯 特 斯 公式 计算 下 列 定 积分 值 
1 dz 
| 
5 和 i' 按 x 一 6 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 得 


-1—0 6 6 6 6 6 6 6 
I= i [| 6 十 216 xX 7 十 27 X 8 十 272 X TI 


| 2 一 
一 80 X 582. 244 372 = 0. 693 1 


1.3 复 化 求 积 公式 
由 于 上 面 所 讲 的 原因 ,高 阶 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 不 宜 使 用 。 为 了 提高 计算 积分 的 精度 ,可 
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以 把 积分 区 闻 [a, 5 等 分 为 M 个 小 段 ,然后 在 每 n 个 小 段 上 应 用 Q,, 公 式 求 出 积分 值 ,并 累加 
得 La, 中 区 间 上 的 积分 总 值 。 按 这 种 方法 建立 起 来 的 求 积 公式 称 为 复 化 求 积 公 式 。 
设 每 个 小 段 为 一 个 大 段 , 记 m 为 大 段 总 数 , 则 有 如 下 关系 式 


TE es St (6. 30) 
n M mn 
下 面 介绍 几 个 常用 的 复 化 求 积 公式 。 
(1) 复 化 梯形 公式 
.将 [a， bIM 等 分 得 六 一 乞 ,对 [zo 9 ZI]， [zi » x2 j]， og [za 9 zmj( 其 中 Xo~a, xmMm=0) 
的 每 个 区 间 ， ee 
jGs9dr 一 各 (fo 十 有 十 入 (二 所) 十 … 十 各 (jini 十 J) 十 R 


a (6. 31) 
其 中 R 一 一 2 79 =- Lf" 一 一 Bf "0, ¢€ (a,b) (6. 32) 
当 要 求 截断 误差 为 e 时 ,M 只 需 满足 

(b—a)’ 


,max, |f "Cz)|) 


或 M> lb ed 十 1,([ ] 为 取 整 值 运算 符 ) (6. 33) 


(2) 复 化 六 下 生 公 式 

设 M=2m, 则 一 千 4 一 所 对 [zo， zs] [zz， zt]，…, [zw zs， zu] 中 的 每 个 区 间 上 
应 用 辛 仆 生 公式 并 累加 得 

| far= 生 0 十 4 十 有 十 全 二 4 十 f) 十 … 十 和 Cira 二 4 十 7 十 R 


PV <<e (m2 = 


= [tf + tt 2 十 f+ 十 fs)] +R 
(6. 34) 
其 中 R=— 多 03 CO pe (6) = er (©, EE (a, b) (6. 35) 
当 要 求 截断 误差 为 e 时 ,只 需 
pa < (m= I) 


(65— ) na 
或 mm 之 | /入 |+1 (6. 36) 
例 6.2 对 定 积分 | szdz, e = 10- ,分 别 应 用 复 化 梯形 公式 和 复 化 辛 卜 生 公式 计算 


时 , 需 M 取 多 少 合适 ? 
解 为 了 确定 AM, 先 估计 M2 ，7I24 9 由 


Ry = sinz _ | costrdiz _ sintr|! _ sinzx. 
工 


从 而 Pale =— | tsintzd, Fy =— | eostrdt 
一 般 Jo Cn = | xcos(z 十 等 ) 岂 

是 有 | 人 | 过 | roost + 和)d < ot 
于 7z)|<| veos 2 Et 


所 以 mo < 村， ms 二。 
对 复 化 梯形 公式 由 式 (6. 33) 得 
105 本 
My | | 十 1 二 167 
而 对 复 化 辛 卜 生 公式 ,由 式 (6. 36) 得 


“105 
| i Mi 
m 之 | | 


从 本 例 可 见 , 为 达到 相同 的 精度 水 平 ,使 用 复 化 梯形 公式 所 需 的 计算 量 比 使 用 复 化 辛 卜 生 公式 
的 计算 量 大 。 
(3) 复 化 3/8 公式 


设 M==3m, 则 1 一 和 2 一 乞 ,对 [xo ,Ta | 9 [zs ,Te …,[xzm_s3,zmj] 中 的 每 个 区 间 上 应 用 
3/8 公式 并 累加 得 
站 rpaz = 吕 [Cfo 十 fw) 十 2 十 所 十 十 fes) 十 3 有 十 凤 十 


户 十 万 十 …… 十 .As 十 JJ)] 十 尺 (6. 37) 
其 中 _ 3h (4) 3h M 》 三 一 : (一 GD 天 ) 
R= a0 mf'? (8) = 80 sf (6) = 80 6 
四 ep (é), €€ (a, b) (6. 38) 


(4) 复 化 柯 特 斯 公式 
设 M=4m, 则 h 一 -2 一 ,对 [zo， Zz4jj，[Lzx4， Zs]，……，[zm_4，zm |] 中 的 每 个 区 间 上 


4m 
应 用 柯 特 斯 公式 并 累加 得 
| readz 4 + + Fit 
14 < 7 
02 fu to6fr | 十 R (6. 39) 
其 中 R=—— 2 fe),  €€ (a,b) (6. 40) 
例 6.3 利用 复 化 辛 卜 生 公式 计算 积分 
人 dz 
Jol 二 +z 


解 ” 如 取 2m 二 10, 则 hi 一 一 0 1, 按 式 (6. 34) 计 算 
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和 1 1 1 1 4 
I~ 了 | GT 二 0 二 TITD) 十 4 下 0T 二 IT 二 05 十 TIF Tt 


1 十 1 下 1 )] 


.二 
1 十 0.5 


1 
2 二 55 十 IT 干 04 十 1 二 06 十 IT08 

一 0. 033 33[(1 十 0.5) 十 4(0. 909 09 十 0.769 23 十 0.666 67 十 0.588 24 十 0.526 32) 十 
2(0. 833 33 十 0.714 29 十 0. 625 00 十 0.555 56)] 


一 0.033 33 X 20.794 5 一 0.693.15 (6. 41) 
其 夫 断 误差 可 全 计 如 下 
24 
a. 


a 4 
IRI<H—%X 0D x24 =1.3x10 


为 估算 舍 人 误差 , 设 f; 的 舍 人 误差 为 e;, 则 |e;| 二 0. 5X10“，。 在 式 (6. 41) 中 数 20. 794 5 的 合 
人 误差 为 

|eo 十 so 十 4(el 十 es 十 6 十 sy 十 eg) 十 2(es 十 ee 十 ss 十 ss) | 才 30X0.5X105 
由 于 0. 033 33 的 合 人 误差 小 于 0. 5X10 ,因此 结果 的 舍 人 误差 

|E | 委 0.033 33X (30X0.5X105) 十 20.7945X(0.5X105) = 0.1X103 

le| 和 1.3X105 十 0.1X103 0.1X103 <0.5X 107 
取 IT=z0. 693。 
计算 实践 表明 ,利用 复 化 求 积 公 式 进 行 计 算 , 易 于 编制 程序 。 当 需要 加 密 分 点 以 提高 精度 
时 ,已 算出 的 函数 值 及 积分 值 仍 旧 是 有 用 的 。 以 复 化 梯形 公式 为 例 , 用 全 表示 在 区 间 [a, Oo 
上 使 用 梯形 公式 的 结果 , 即 
b—a 


T= Lfla) + f(6)] (6. 42) 


如 把 区 间 [a, 四 分 成 两 个 相等 的 子 区 间 [a， a+034] 和 [a 二 5， 56], 这 时 步 长 h 一 和 4, 使 
用 n=2 时 的 复 化 梯形 公式 得 


=b—a/l 2 一 4 
T= 3 (去 [Ko 二 AGO 二 e+ ) | 


b—a 


_T ba 


) (6. 43) 


继续 将 [a, 妇 四 等 分 为 四 个 子 区 间 , 步 长 h 一 4, 分 点 为 


b—a 
4 


Xi 二 a 十 1 (一 0， 1, 2, 3, 4) 
应 用 二 2? 时 的 复 化 梯形 公式 得 

Te = pl 
类 似 地 可 以 算出 Tas ,Tx ，…。 


一 般 情况 , 当 区 间 [a, 总 分 为 % 等 分 , 步 长 4 一 034, 则 有 


b—a 
4 


x 中 | (6. 44) 


2 


Te 一 到 Tt +hD flat (2i— DA) (6. 45) 
二 1 


此 即 逐 次 加 密 分 点 时 的 复 化 梯形 递 推 公式 。 

为 了 确定 区 间 [a, 5 的 分 段 数 二 ,就 需要 根据 余 式 作 估算 ,但 要 对 余 式 作 精 确 的 估计 一 般 
是 不 容易 的 。 实 际 计算 时 可 采用 变 步 长 的 求 积 方法 ,通常 将 步 长 逐次 折 半 或 加 们 ,反复 利用 复 
化 求 积 公式 进行 计算 ,直到 相 邻 两 次 积分 近似 值 相当 接近 时 为 止 。 以 复 化 梯形 公式 为 例 ,可 先 
算出 M 等 分 时 的 积分 值 Tu, 然后 计算 2M 等 分 时 的 积分 值 Taw。 记 


b 

I= | /adz 

则 I— Ty —— nf (6) 
En 三 = yf (&) 

假定 f(z) 在 La, 5 上 变化 不 大 , 即 Fo (后 )< Fe ( 护 ) ,于 是 有 

I— Tw 、， 

T 一 To ~ 
或 I Ta + 计 (To — Tw) (6. 46) 
记 A= 言 (Taw 一 uy (6. 47) 


式 (6. 46) 说 明 用 Taw 作 为 工 的 近似 值 时 , 它 的 误差 近似 于 A 值 。 故 当 允 许 误差 为 e 时 ,可 建立 
如 下 的 变 步 长 积分 方法 : 当 |A|>>e 时 ,反复 将 hh 折 半 进 行 计算 直到 |A | <e 即 可 , 取 最 后 的 
Tsu 为 结果 ; 当 |A|<e 时 ,反复 将 步 长 h 加 售 进行 计算 直到 |A | >e 即 可 ,这 时 再 将 步 长 折 半 一 
次 进行 计算 ,就 得 到 所 要 的 结果 。 

对 复 化 辛 人 生 公式 来 说 , 同 法 可 推 得 


Ts: Su 十 下 (Sw 一 Su) (6. 48) 
其 中 Sm 为 复 化 辛 人 生 公式 在 M 等 分 时 的 积分 值 , Sow 为 复 化 辛 卜 生 公 式 在 2M 等 分 时 的 积 
分 值 。 
对 复 化 柯 特 斯 公式 有 
I~ Cum 十 击 (Ca — Cm) (6. 49) 


其 中 Cu 和 Czm 分 别 为 复 化 柯 特 斯 公式 在 1M 等 分 和 2M 等 分 时 的 积分 值 。 
式 (6. 46) 、 式 (6. 48) 式 (6. 49) 亦 可 改写 为 


上 
Ta TC — 11 Cw (6. 52) 


采用 上 述 方法 就 可 以 避免 事先 确定 M 的 困难 。 这 种 直接 用 计算 结果 估计 误差 的 方法 称 为 事 
后 估计 误差 法 。 
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1.4 龙 贝 格 法 


由 1.3 看 出 ,把 积分 区 间 逐 次 分 半 , 由 式 (6. 50) \ 式 (6. 51)、 式 (6. 52) 可 获得 较 精 确 的 积分 
值 。 按 照 事后 误差 估计 式 (6. 46) 知 ,积分 近似 值 Tew 的 误差 大 约 等 于 (Tw 一 Tw)/3。 因此 ,如 
果 用 这 个 误差 值 作为 Taw 的 一 种 补偿 ,就 可 得 到 精度 更 高 的 改进 值 。 当 M=1 时 , 按 式 (6. 50) 
计算 得 
一 4r_ 工 
一 aT 3 全 
和 3 十 村 He 十 全 9) +§7(D] 


这 正 是 La, bj 区 间 上 的 辛 下 生 求 积 公式 , 即 


$= TT 一 这 (6. 53) 
同样 把 工 与 To 按 式 (6. 50) 可 组 合成 两 个 辛 卜 生 公式 ,其 相 加 结果 即 是 复 化 辛 卜 生 公式 S， 
Sz 一 TT = i TT (6. 54) 


依次 类 推 ,可 得 


i 
Dh 


它 是 m 二 2* 时 的 复 化 辛 卜 生 公 式 。 以 上 说 明了 由 复 化 梯形 公式 (6. 45) 所 构成 的 梯形 序列 全 ， 
了 > 9 T… 的 线性 组 合 可 以 形成 精度 较 高 的 辛 卜 生 序 列 Si 92> ,Sa 人 
那么 由 辛 卜 生 序 列 Si ,Ss ,St,… 按 式 (6. 51) 依 次 组 合 是 否 又 能 得 到 精度 更 高 的 求 积 公 式 
呢 ? 取 M=1, 按 式 (6. 51) 有 
42 1 _ 16 
PIY gS 一 在 


A 


Ta (6. 55) 


Sz2 S1 


= 
15 

b—a 
4 


12 b—a 
) 十 了 7c 十 1 X2) 十 


32 b— 7 
| 967 ‘2+ TX3)+567(6) | 
这 正 是 [a, bj 区间 上 的 柯 特 斯 公式 , 即 


ee 
cG= 计 is 一 5 66.56) 
如 此 类 推 ,可 由 辛 卜 生 序列 按 式 (6. 51) 组 合成 柯 特 斯 序列 如 下 
a 到 i 


在 Cz 已 算出 的 基础 上 , 按 式 (6. 52) 继 续 进行 组 合 为 


3 
Rx = BC = Co (6. 58) 


1 
4 1 
这 时 Rx 已 不 再 是 复 化 牛顿 柯 特 斯 型 的 求 积 公式 了 , 称 Rz CR 一 0,1,2,…) 为 龙 贝 格 序列 。 

如 果 按 上 法 继续 构造 新 的 序列 ,其 组 合 中 的 系数 采用 4"/(4" 一 1) ,1/(4" 一 1) , 则 当 me 之 4 
时 


es 99DPDRRARNIIEIEEICEEE0I 和 和 RICE 和 RE 人 


_1 -ll1- 友和 
i" il 


其 组 合 所 得 的 公式 与 原来 的 公式 差别 不 大 , 故 计算 时 只 用 到 式 (6. 58) 为 止 ,通常 称 这 种 求 积 方 
法 为 龙 贝 格 求 积 方法 。 也 称 这 个 方法 为 逐次 分 半 加 速 法 或 线性 加 速 法 。 龙 贝 格 法 的 优点 是 ， 
系数 有 规律 ,无 需 存储 求 积 系数 , 且 精 度 较 高 ,计算 简易 。 

实际 计算 时 ,并 不 是 做 出 Tx 序列 后 再 做 Sx 序列, 而 是 在 作出 Ti ,Ts 后 计算 Si; 在 算出 
Si .Sz 后 计算 Cl; 在 算出 C1、Cz 后 计算 Ri ,以 下 类 推 。 过 程 进行 到 两 个 相 邻 结果 的 绝对 误差 
或 相对 误差 小 于 所 允许 的 误差 限 e 时 就 停止 计算 。 其 计算 顺序 如 表 6.4 所 示 。 


表 6.4 


例 6.4 求 I 一 | 二 全 dc 的 近似 值 ,其 近似 值 要 求 稳定 至 小 数 后 5 位 。 


解 f(z) 一 了 [a, 避 一 [0, 1], 按 表 6.4 次序 计算 如 下 


忆 一 到 [PCO) 十 7D] 一 去 [4 十 人 一 3 
一 雪 [T+ 入)] 妆 [3+ 玫 3.1 


Si=3T 了 了 3 ~X3.1 3 X3 3. 133 33 


一 王 ，1Frrr 工 本 二 
T= fa +f | 3. 131 18 


CE 141 57 
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1 — Si 


C= 一 3. 142 12 


| [AGE ) 十 太吉 )+fC 台 yt = 3. 138 99 


Sa 一 3. 141 59 


六 二 is-s S2 


已 稳定 到 小 数 后 第 五 位 ， [一 3. 141 59。 实 际 上 


1 4 1 
| Tdr 4 arctanz|! = x — 3.141 592 6 


eC 二 3.141 59 


1.5 用 差分 表达 的 求 积 公式 
对 于 由 图 5. 6 所 获得 的 各 种 插值 公式 由 x' 一 x 求 其 定 积分 
I 一 P(x +thyd 


(6. 59) 
ft 二 TXT Xo 
h 
上 式 中 对 P, (mm 十 成 ) 求 定 积分 实际 上 就 是 对 PCzo 十 坝 ) 中 所 含有 的 系数 G+; 由 上 进行 积分 
Ci -| cua EDGE+i 一 DCTi 一 iDd pe 


显 见 , 只 要 将 搬 值 公式 的 尧 形 图 5. 6 中 的 Cii; 均 换 以 C; ,就 可 建立 积分 域 为 :一 的 积分 萎 形 
图 ,再 套用 图 5. 6 相同 的 使 用 规则 ,就 能 获得 以 差分 表达 的 :一 的 求 积 公式 。 图 6.1 和 图 
6. 2 就 是 一 ti .t_1 一 h 的 积分 萎 形 图 ,其 中 A” 二 A”"y,。 由 式 (6. 59) 知 , 按 图 6.1 和 图 6. 2 所 
建立 的 求 积 公式 要 用 天 乘 之 。 根 据 需要 ,还 可 以 建立 其 他 域 上 的 积分 鞭 形 图 。 

例 6.5 建立 用 差分 表示 的 求 积 公式 Qu (0) 。 

解 ” QC0) 的 积分 域 为 zo 一 zi ,使 用 的 插值 公式 为 Pu(z)。 由 图 6. 1 查 出 相应 于 y。 的 系 
数 为 1, 因 此 得 以 下 求 积 公 式 

fw dr ~ QC0) = hf (20) (6. 61) 

这 是 矩形 公式 。 

例 6.6 建立 QC0)。 

解 ” QC(0) 的 积分 域 为 zo 一 zi ,使 用 的 插值 公式 为 P,(z) ,因此 在 公式 中 应 取 至 二 阶 差分 


为 止 。 由 图 6. 1 查 出 相应 于 yo 、,Ayo 、 人 A yo 的 系数 为 1 去 、 一 页 ,因此 得 以 下 求 积 公式 


| fdr ~ Qa (0) —h(y + 六 Ay -Nw (6. 62) 


例 6.7 建立 与 贝 塞 尔 插值 公式 相应 的 求 积 公式 。 
解 ”由 式 (5.60) 知 , 贝 塞 尔 插值 公式 为 
#21 


_Y%+ty 1, ti Ay :十 Azy 
P, (7z)= 3 ‘+1( 译 )Ayo+ 全 5 


十 ss 证 


At yy 一 2 十 Aty-1 
2 


) te Ax 1y t+ 十 


We 

[7 

个 

| 二 

+ 

Ta 

~ 

二 

T 

be 

4 呈 |S 
EE 

S | 
EY 
A 
-la | 
| -i 
~ || 
> ve 
-lm IS 


《ti 十 有 一 1752 


, A*y tA yatl 


(2&) 1! 


OO J 

VOC VYY 
OOOO AWAY 人 
wo 


Ceyeyeyeyey 


0 


WAVAVAVAVAVAVAVAVA 


ee 


夺 可 
也 | 


图 6.1 


按 图 6. 1 可 写 出 相应 的 求 积 公式 


a Aty 2 二 Aty 1 
2 


了 1 
720 


十 


,全 y + A’ yo 
2 


sd 
12 


yo 十 y1 
2 


flz)dz 一 al 


HA 
wo 


| 


3 上 HR (6. 63) 


十 A2* 
2 


2k 
十 … 十 G 人 22 


A -3 十 As -2 
2 


191 . 
60 480 


其 中 


从 
处 
如 
EA 
类 
4 
肥 
旭 
EA 
妓 
怀 
其 


您 
起 
呵 
最 
不 
栅 
其 
要 
党 
专 
十 
过 
人 x 
. 二 
T 
人 
一概 进 
2 品 是 
-发 六 还 枢 
| SS 
元 当 棉 
CE 
FE 
% 3 
| 

2 
到 号 


\Azy- 的 系数 为 2.2、 , 故 得 以 下 求 积 公式 


4 
一 过 


1、\Ay 


. 


数 为 2。 由 图 6. 2 中 查 出 相应 于 y 


A?y1] 


1 
让 二 


yz)dz 


好 
Tl 


| 


COGOCCG AAA 9) 
AAA 56 WAVAWAN 
eV 0 OOGX 
YAYAYAYAYATAYAY 
MO 


A 
Us 


a 


JI 一 


所 以 


图 6.2 


1.6 切 比 雪夫 求 积 公式 


定理 ” 设 代数 方程 
FiD 一刀 十 at 十 … 十 aaat 十 ww 一 0 (6. 65) 
的 根 为 ti sts 9 加 ; 记 
S; 一 丰 十 丰 十 … 十 故 一 2 在 Cr 一 1,2，…) (6. 66) 
i=1 
则 有 如 下 关系 式 成 立 
Si 十 ai 一 -0 
9， 十 ai1S1 十 2ae 二 0 
Ss 二 a1S; 十 az9Si 十 3as 一 0 (6. 67) 


S, 十 aiS。 十 azS。 十 … 十 za 一 0 
或 写成  S,。 十 aiS。 i 十 azSmz 十 十 4amiiSi 十 mam 二 0 (一 1 2，72) (6. 68) 
证 对 下 式 
fl) 一 (Gt) ta) tot) 


Sn i f= DO G0) tt tn) (Oe) 
i=1 
Et tt) tt ti) 
它 (t—&:) 
= (6. 69) 
i 一 1 i 
由 f(zi) > 0, 故 知 
ft) _ ff)— fC) 
下 一 人 下 二 二 
如 ee 六 Zr tl a 万 
tt 十 a t fs 趟 十 on oy, 
一 拓 ! 十 大 于 十 红 呈 十 说 他 十 …… 十 在 1 十 aa (2 十 大 有 十 形 人 十 光 十 奉 ) 十 
az (大 3 十 让 于 十 十 在 3) 十 Qa 十 下 十 如 和) 十 十 Ql 
一 大 1 十 作 十 aaa) 大 2 十 ( 研 十 ai 丰 十 az) 大 3 十 (在 十 ai 可 十 az 友 十 as) 后 十 十 
(名 十 at 十 az 好 十 和 十 ar) (6. 70) 
代入 式 (6. 69) 后 得 . 
fC 一 zt 十 (S 十 mai)tr2 十 (S 十 aiSi 十 maz) 基 3 十 … 十 
(Si 十 Ql1Snz 十 十 QamzSi 十 naw1) (6. 71) 
对 式 (6. 65) 直接 求 导 得 
f=ntn+n— Da +(nm a c+ 二 ar (6. 72) 


比较 式 (6. 71) 和 式 (6. 72) 得 
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Si 二 na = (2 一 1)ai 
S: 十 ai1Si 十 naz 二 一 《7 一 2)a» 


Si 二 aS F 一 2 十 … “十 arzS1 十 nan1 Amrl 


Si 十 ai 一 0 
0 i (6. 73) 
Si 十 ai Sz 十 “二 arzSi 十 (nO— la 一 0 

再 由 式 (6. 65) 对 ti 二 1,2,…,n) 求 和 得 


SY p= D1 年 六 Dm ee Sa, 
i=1 i=1 i=1 让 1 
一 S, 十 aS 十 … 十 ze 一 0 (6. 74) 
综合 式 (6. 73) 与 式 (6. 74) , 即 知 式 (6. 68) 成 立 。 
当 已 知 Qi G2 9°"° Qn 的 情况 下 ,利用 (6. 68) 式 可 逐次 推算 出 S ;0 S, 的 数值 ,反之 亦 成 立 。 
以 下 讨论 求 积 公式 
Hl 
| fwa~ ct) (6. 75) 


切 比 雪夫 提出 :中 取 相 同 的 系数 值 二 cs 二 …==c ,二 cj@ 要 求 式 (6 75) 对 任意 不 大 于 nn 次 的 多 
项 式 精确 成 立 。 
按 条 件 @ 可 将 式 (6. 75) 写 成 
fea ed fe) (6. 76) 

假定 任意 次 多 项 式 为 

P, (t) == bo 十 bt 十 oe 十 bt” (6. 77) 
根据 条 件 @, 如 将 式 (6. 77) 代 入 式 (6. 76) 后 两 边 应 恒 等 , 即 

| tet to) dt = cD bot bt 
由 此 得 到 
2(i 十 全 二 人 十 多 十 …) = cb th Ds th Ds 十 … 十 如 Da ) 

比较 左右 两 边 5 i 


GS 


n 


一 所 十 刀 十 … 十 加 一 0 
Ss 一 友 十 此 十 … 十 下 一 对 


3 
Ss 二 臣 十 碟 十 … 十 训 = 二 0 (6. 78) 
Se 一 开 十 牙 十 … 十 秦 二 晤 


S, 二 如 十 奏 十 十 如 二 也 


将 上 述 Si 一 1， 2 


令 n= 二 1,2,*… 


下 相应 的 八 个 代数 方程 
n= 1; 
n=2 
n=3 
4 一 4 
n=5 
n=6 
n=7 
n=9 


数值 分 析 


;7n) 代 入 式 (6. 67) 得 


al 一 0 

3 十 2 一 0 

ads 一 0 

十 4a 一 0 
Ea (6. 79) 

ee 

a 十 本 aa 十 6a6 一 0 

ay 一 0 


,7,9, 由 式 (6. 79) 分 别 解 得 八 组 解 a; (i 二 1,2,…,n) 各 值 ,代入 式 (6. 65) 得 到 以 


1 一 0 
?一 于 一 0 

£3t—0 

4 a 

天 3 十 本 0 

5 一 上 2 十 也 一 0 (6. 80) 
6 

bt 105 0 

eA 

:一 6 十 360: 一 1485 一 0 

9 3, 27 5 3 ss 

人 — B00 + 260! — 


以 上 各 个 方程 的 解 列 人 表 6. 5 中 以 备查 用 。 当 z 一 8 时 无 实 解 ,n 宇 10 时 不 能 解 @。 


及 Sr (© 


R= (é) 


2 
12 357 (© 


@ 参看 N. J]. 纳 唐 松 著 (函数 构造 论 }( 下 册 )147 页 和 153 页 ,科学 出 版 社 1959 年 出 版 。 
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续 甫 
~- 13 _. 6) 
Rs—574 3207 (多 
i 
Rosg60 000f © 
一 281 re 
及 一 1959 552 000f" (© 


= 74749 _ 10) 
R11 a00x9XI1t "(© 


加 一 一 二 一 0. 911 589,， 如 一 一 如 一 0. 601 019, ty 二 一 二 0. 528 762， 
在 一 一 如 一 0. 167 906， 右 一 0 


切 比 雪夫 求 积 公式 的 余 式 为 
+ 名 
及， =| /Lz 0, Zi, — Zl, Tn, —zn] x]] (x — zt)dzr (6. 81) 
一 k=1 
其 中 当 为 偶数 时 ,m 一 恕 ;n 为 奇数 时 ,m 一 了 5。 车 f(z) 具 有 2m 十 1 阶 导数 , 则 
1 fn 四 
1 ‘zx (x? — zx)dzr (6. 82) 
当 积 分 区 间 为 La, 5] 时 ,可 令 
_a+b ,ba 
r= + (6. 83) 
则 6 fp 一 aa 十 5 一 a 
| fw f+ 
=—| Fd 2 Fs) (6. 84) 
Ee: i=1 
其 中 FCD) — 2 (2 二 2 十 Fe (6. 85) 


一 个 求 积 公式 如 果 对 任意 次 多 项 式 精确 成 立 ( 这 时 余 式 恒 为 0) 而 对 任何 大 于 次 的 多 
项 式 不 精确 成 立 ,就 称 该 求 积 公式 具有 n 次 代数 精确 度 。 一 般 说 来 , 当 f(z) 不 是 次 数 小 于 nn 
的 多 项 式 时 ,该 求 积 公式 就 不 一 定 精确 了 。 求 积 公式 的 准确 度 的 一 种 度量 方法 是 考察 其 公式 
的 截断 误差 。 此 外 ,一 个 求 积 公式 的 代数 精确 度 也 是 该 求 积 公式 近似 程度 的 一 种 度量 ,因为 当 
我 们 用 插值 多 项 式 P,(z) 近 似 f(x) 计算 积分 近似 值 时 ,如 果 求 积 公式 的 代数 精确 度 ” 愈 大 ， 
则 截断 误差 P,(z) 一 f(z) 愈 小 ,因此 相应 的 积分 近似 值 愈 精确 。 由 于 P, i) 的 n 次 拉 格 朗 日 
插值 公式 L,(z) 寺 P,(z) , 故 牛 顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 至 少 具有 n 次 代数 精确 度 。 根 据 切 比 雪 夫 求 
积 公式 的 建立 方法 可 知 , 切 比 雪夫 求 积 公式 具 有 nn 次 代数 精确 度 。 由 求 积 公式 的 余 式 可 见 , 若 
余 式 中 函数 的 导数 阶 数 越 高 ,其 代数 精确 度 也 越 高 。 

例 6.9 按 切 比 雪 夫 求 积 公式 (n=4) 计 算 下 述 积 分 近似 值 

I=| smzdz 


0 人 民 


解 ” 按 式 (6. 83) 得 


数值 分 析 


ee EF 


z 一 去 (1 十 纪 


由 表 6. 5 查 得 nn 二 4 时 5 为 
t1=—0.794 654, t=—0. 187 592, és=0. 187 592, t=0,.794 65 
相应 的 x;:，f(zi) 为 


PE 去 (十) 一 0.102 673, f(x) 一 S22 一 0.998 244 
1 

六 二 豆 1 十 加) 一 0.406 204, f(x) 一 S22 一 0. 972 726 
2 

xs = 记 Q+) 一 一 0.593 796， f(z;s) 一 一 0. 942 262 
3 


志 坪 1+) =0.897327， f(x) = Sm = 0.871 101 
4 
按 式 (6. 84) 求 取 工 的 近似 值 
Le [fn) a 


一 计 [0. 998 244 十 0.972 726 十 0. 942 262 十 0. 871 101] 


二 子 x 3.784 333 = 0. 946 083 


下 面 估 计 截 断 误差 的 大 小 。 由 于 
ee sz | wa 


所 以 py = us) 『 Ccosir) dt — —| tcoserdi 
I 
于 是 有 |F® (Zz) | = 总 | f° (7) 攻 于 | ax fs COstz | dt 


| 二 下 
a 

x 
412 525 ~ 14 


因此 | 及]| = 23 eas | © < iss 0.3X105 


绝对 误差 限 Af; 可 估计 如 下 
0.97X 103,i=1 
a | |0.24X105 一 2 
[| sinz | | 五 | fc)| 0.10X103,i=3 
0.10X105,i=4 
所 以 结果 的 舍 人 误差 为 


| E <4. 97X105 十 0.24X105 十 0.10X105 十 0.10X105) 一 0.35X107 


总 误差 为 lje| 委 0.3X10<5 十 0.35X10s 一 0.65X105<0.5X10 
取 10. 946 1 。 


EE 

ee 
pee 
吕 
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1.7 高 斯 求 积 公式 
高 斯 求 积 公式 求 积分 近似 值 的 方法 在 于 不 固定 系数 ,也 不 固定 节点 z, 而 是 把 节点 视 为 
个 可 以 自由 选择 的 参数 ,选择 这 些 参 数 的 原则 是 使 求 积 公式 
| fa = Doeft) (6. 86) 
对 次 数 尽 可 能 高 的 多 项 式 精确 成 立 。 


在 [一 1,1j] 区 间 上 , 先 假 定 插值 节点 为 二 ,ts，… ,it ,相应 的 函数 值 为 yy 建立 拉 
格 朗 日 插值 公式 


2 本 [ca 
一 (6. 87) 
: 名 TI CG) — 


其 中 I, C2) 二 性 一 厂 ) CG 一 tp)…(1 一 杨 )。 用 LL,_1(《) 近 似 fC2) ee 1,1j] 区 间 上 计算 f(z) 的 积 
分 近似 值 


| Fa | La 


1 本 > 
-1 CHI 


a ri I 
一 一 一 一 一 一 -一 一 人 
名 Al Tl,’ — si) , 


一 之 co (6. 88) 
I (2) 
Se 一 一 一“ 一 一 (i 二 1， 2 人 6. 89 
其 中 k TL (1;) (4 — 6) 0 ' . 


为 了 提高 精度 ,再 引入 mm 个 新 的 节点 , 设 为 trl tnt29 “"", 加 + 对 应 于 节点 t:(i=1, 
号 5 “9 9 7 十 ]， ”9 ?十 2) 的 拉 格 朗 日 捅 值 公式 为 


n nim 
Lapma Ct) = Da (Wy D) al? Cy (6. 90) 
i=1 i=nttl 


其 中 afD (四 一 1I,% i 4 
l TGd CG m8) Cit) (tre) (tin) 


1, ,| 各 £— tz ,., te 


-I ECG EL tn bt ti thm 
[1,) 一 各 
-+ 
Tep 


Te I 十 页 大 一 起 ) 十 局 (一 胡 )2 十 … 十 1 (tC—t)"] 


CD) 
= ER 
11, G0 oi) I’) 


I ,2) 
二 一 一 3 (1) » Qe 1 (2) (6. 91) 
TI 1 . 
式 中 Qi1(t) = TT 十 k1(t— Et ) 十 十 Ri 人 一 专 )21] 


让 n( t:) 

为 :的 m 一 1 次 多 项 式 . 而 - 
TCG) tmt) Eo tn) (tO— btn) 

1 ep — tr) Ct — tn) Ci — ta) (ti — tt) 

= 于 .6 0) (6. 92) 


人 tt) tt tt) (to trin) 
式 G1 0) = 
和 [TL ,GD G8 — tn) Ct — te Ct — tn) ee ti — tatm) 


亦 是 :的 m 一 1 次 多 项 式 。 今 以 Lim_1(t) 近 似 f(z) 在 [一 1,1] 区 间 上 积分 值得 


| fa | Lm Dd — > T+ Teerp,t 


[| HW6 dy (6. 93) 
这 对 Lv、 一 1 
求 积 公式 (6. 93) 虽 然 比 求 积 公式 (6. 88) 有 较 高 的 代数 精确 度 , 但 却 增添 了 如 下 的 两 项 运算 量 
Ai = py ,Hw Cd | yi 


ap (0) = 


mh pi 
As 一 2 [Hw8. War]y C6. 94) 


是 否 能 选取 适当 的 多 项 式 P,(z) 作 为 I[, (z) ,使 式 (6. 94) 的 A 二 0,As 二 0 同时 又 使 式 (6. 93) 
具有 尽 可 能 高 的 代数 精确 度 呢 ? # 次 勒 让 德 多 项 式 


P(t) = rl)" (6. 95) 


> ! i 
作为 H,() 及 取 m 二 n 时 就 可 以 达到 上 述 目 的 。 这 是 因为 勒 让 德 多 项 式 具 有 以 下 性 质 。 
中 勒 让 德 多 项 式 是 [一 1,1] 区 间 上 的 正 交 函 数组 , 即 


1 一 0， mn 
| PDP, Cd 人 ee (6. 96) 
© 对 一 切 kn, 有 
[PWQ D0 (6. 97) 
式 中 ,Q. (9 是 :的 任意 次 多 项 式 。 这 是 由 于 Q(z) 可 用 勒 让 德 多 项 式 表示 为 如 下 的 线性 组 合 
QiCD = PI) 十 PLD 十 …… 十 aPoC) (6. 98) 


1 天 
则 | Paxpd= | PW Dap J 
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pol P, (1)P, ;C(t)dt = 0 
i=0 下 


G@ n 次 勒 让 德 多 项 式 在 [一 1,1] 内 具有 个 不 同 的 零点 ( 见 表 6. 6) ,利用 这 些 零 点 可 将 7 
次 勒 让 德 多 项 式 P,(z) 表 为 
P(t) 一 (一 广 )( 人 一 在) 人 一 志 ) (6. 99) 
根据 上 述 性 质 ,由 公式 (6. 94) 可 见 , 若 取 mm 一 及 取 n 次 勒 让 德 多 项 式 P,(t) 的 零点 ,ti，…， 
志 作为 插值 节点 时 ,就 可 使 Al 二 As 一 0, 而 公式 (6.93) 化 为 


| roa~ | La = 六 wy (6. 100) 
一 i=1 
其 中 w= | Er sd G1,2,.,n) (6. 101) 


公式 (6. 100) 称 为 高 斯 求 积 公式 , 它 具 有 2n 一 1 次 的 代数 精确 度 。 其 余 式 为 


J 2 é 下 4 2n) 
和 | .Rd Se 区 到 全 ， |él<=1 (6. 102) 


与 其 他 求 积 公式 比较 ,高 斯 求 积 公式 兼 有 使 用 节点 数目 少 且 精度 高 的 双重 优点 。 由 于 达到 同 
样 精 度 时 ,高 斯 求 积 公 式 所 需 的 节点 数目 少 ,相应 地 参与 运算 的 函数 值 也 少 ,所 以 合 人 误差 也 
小 。 关 于 高 斯 求 积 公式 中 所 使 用 的 节点 和 系数 值 . 余 式 表达 式 均 列 人 表 6. 6 中 以 备查 用 。 对 
于 下 述 积 分 


| repdz 
可 令 z= 
则 有 [fdr = i J 十)d (6. 103) 
表 6.6 


0 0. 588 888 888 9 
C—O (| 
0. 538 469 310 1 0. 478 628 670 5 Rs; T123773 265 of (8 
0. 906 179 845 9 0. 236 926 885 1 
0. 238 619 186 1 0. 467 913 934 6 
PT ep 12) 
0. 661 209 386 5 0. 360 761 573 0 Re G18 984 186 i567 (8) 
0. 932 469 514 2 0. 171 324 492 4 
0 


0. 471 959 183 7 
0, 381 830 050 5 
0. 279 705 391 5 
0. 129 484 966 2 


0. 405 845 151 4 
0. 741 531 185 6 
0. 949 107 912 3 


Eee 14) 
FR -7170 050 192 111 5007" (9 


相应 的 高 斯 求 积 公式 为 


[fdr wf Ce) (6. 104) 
a i=1 
z= C=1,2,%,n) (6. 105) 


式 中 ,tt 为 勒 让 德 多 项 式 P;(t) 的 零点 。 式 (6. 104) 的 余 式 为 
R 一 LTE 1) fe, ee (a, 6b) C6. 106) 


[C2m 1 BC2n 二 1) 2 TC {Coa 1) 
按 上 式 可 得 
__1 2 一 4 
R12 )》 的 
i b—a\r ge) 
Bh- 
i 
人 
一 Re b—a 10) 
Rs 一 本 27577357 650 3 ) /8 C6. 107) 
等 


例 6.10 利用 高 斯 求 积 公式 (二 3) 计 算 下 列 积分 
Fs | VIT2zdz 


的 近似 值 。 
解 ” 按 式 C6, 105) 计 算 以 下 节点 值 及 函数 值 
zi 一 去 十 去 一 方 十 访 x (一 0.774 60) = 0. 112 70 
一 去 十 去 一 总 十 去 X0 一 0.500 00 
三 方 十 方太 类 到 十 误 x 0.774 60 = 0. 887 30 


flz1) 一 VI 十 2z = 1.106 98 

rm) = VI 王 2 = 1.414 21 

zs) = VI 十 2zs = 1.665 71 
得 T、: 1 Qo. 555 56 X 1. 106 98 十 0.888 89 X 1.414 21 十 0.555 56 xX 1.665 71) 

= 1. 398 70 
因 F(z)= VIT 到 一 (1 十 2z) 二 ,所 以 
Jo (z 一 去 (一 去)( 一 号)( 一 号 )( 一 二 )( 一 号)25(1 十 2z) 
一 一 945(1 十 2z) 乙 


SR 


入 zs<1 


f°° (7z) ] 一 945 
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= 1 工 一 0、 6) 945 1 
Dyn ID 
ps 于 
~ — 0.5X10 


I 的 舍 人 误差 限 可 估计 如 下 
le 1<#[0. 555 56 十 1. 106 98) X 0.5 X10 十 (0.888 89 +1.414 21) Xx 
| 0.5X10- 十 (0.555 56 十 1.665 71) X0.5X105]= 0.15X10* 
总 误差 为 
e=0.5X103+40.15X10 ~0.5X103 
所 以 可 取 
I 1.399 


1.8 重 积分 的 求 积 公 式 
前 面 所 述 及 的 求 积 公式 ,也 可 以 应 用 到 多 重 积分 的 计算 上 去 。 例 如 求 积分 
I= | fn dy = i flz, Wdr ldy 


~ [Def »] dy = Pal fr, Wdy 
cil i=1 Ye 


> Ree = 加 Df 5 (6. 108) 
J fire, y, 2)drdydz x 


a La 尖 


2) pO (6. 109) 


2 一 1 j=1 k=1 


余 类 推 。 
例如 对 于 R{a<x<6b, c 夺 yd} (如 图 6. 3 所 示 ) 域 上 采用 辛 卡 生 公式 求 取 (6. 108) 的 积 
分 近似 值 时 ,可 令 
Xo 一 Gy 2 一 4 十 To 一 4 十 27 一 0 
y 一 cJ 册 一 5C 十 Ry 一 CC 十 2 一 过 
其 中 1 一 ,一 全 
这 时 


5 fd ah | 
| [fez, wardy | SLflr0s YW +4fCn, D+ fz, WJdy 


一 生 ( 舍 [rm yp +4f Gros 9) + fhmo, oo 二 
ML fn, y) 十 4FCm yo) + fl ye)]+ 
SLflzs, y0) +4fCz2, 4) 十 za， »)]) 


一 竹 [Cfoo 十 fa 二 fafa) 44Cfiot fat fant fs) +16f1] 


数值 分 析 


一 爷 [m 十 4oi 十 16o] (6. 110) 


式 中 ,m 为 矩形 顶点 上 函数 值 之 和 ;ol 为 矩形 各 边 中 点 上 的 函数 值 之 和 ;cs 为 矩形 中 心 点 上 的 
函数 值 。 
各 节点 相应 的 系数 值 ;如 图 6. 3 所 示 。 


相应 的 节点 有 

Zi 二 Xo 十 读 。 (i 二 0,1,2,*…,2n) 

的 二 yw 十 认 GG =0,1,2,.…,2m) 
则 由 矩形 块 Rj (i 二 0,1,2,…,n 一 1; j= 二 0,1,2,…,m 一 1) 所 组 成 (图 6. 4) ,对 于 每 个 矩形 块 
使 用 公式 (6. 110) 计 算 并 相 加 得 


d nl ml 
| | Fs 3)dzdy ~ 各 之 3 下 (fon2i 十 .aao + fai2it2 十 saarH) 十 


4Cfoirns tt fan + fotaaint farama)t l6fonzm (6.111) 
各 节点 相应 的 系数 值 My 可 用 下 面 矩阵 中 的 对 应 元 素 表示 


1] 4 2 4 2 4 2 4 1 
4 16 8 16 8 16 8 16 4 
2 8 4 8 4 ... 8 4 8 2 
4 16 8 16 8 16 8 16 4 
3 "J 
2 8 4 8 4 ... 8 4 8 2 
4 16 8 16 8 .:.. 16 8 16 4 
1 4 2 4 2 :+ 4 2 4 1 


如 对 工 和 > 分 别 用 个 节点 和 zm 个 节点 的 高 斯 求 积 公式 时 则 可 得 
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| | rz Wardy ~ 3 PV wmwif Cs ») (6. 112) 
一 i=1 j=1 
式 中 ,ziCi 一 1,2,…,) 和 为 0j 一 1,2，…,m) 为 高 斯 求 积 公式 的 节点 值 ,ww、ww 为 其 相应 的 


系数 。 


Rin-IXm-1) 


i=2(n-1) i=2n 


图 6.4 
$2 数值 微分 
当 函 数 f(z) 由 表格 形式 给 出 时 ,要 寻找 f(x) 的 导数 通常 称 为 数值 微分 。 数值 微分 在 目 
标 运动 状态 的 预测 分 析 以 及 在 微分 方程 的 数值 方法 中 具有 重要 的 应 用 ， 
2.1 差 商 型 数值 微分 
在 微 积分 中 , 函数 的 导数 是 通过 微 商 的 极限 定义 的 
lim f(z+h)— f(x) 
hr->0 h 
. fz)— f(z—h) . 
f(z)= a h (6. 113) 
h 


显然 , 取 其 达到 极限 以 前 的 形式 就 得 到 了 导数 的 差 商 近似 式 
[二 名 一 太 ( 向 前 差 商 数值 微分 公式 ) 


太一 人 < 一 如 (向 后 差 商 数值 微分 公式 ) (6. 114) 


. h h 
era) fers) 
- (中 心 差 商 数值 微分 公式 ) 


从 几何 上 讲 , 就 相当 于 用 弧 段 的 内 接 弦 的 斜率 代 痊 切线 的 斜率 。 由 台 劳 展开 式 
fzoth)=f(z0) th (zo) 二 性 f (zot0h) ,001) 


f(D) 


得 到 式 (6. 114); 的 误差 为 
f ee a Cth — Czo) 一 一 委 fzotOh)=O0) 


同 法 可 得 式 (6. 114); 的 误差 为 
f(z) — LE fh pz, 06h) =OCh) 


至 于 式 (6. Ss 的 误差 可 由 以 下 两 式 


f(zt [2 一 f(zo) 十 如 fran)+ 站 (各) F(x) + 名) 产 (w+ 和) 0<a<D 
f(z 一 号) Fe) 一 HAC TAA EAC 
相 减 得 
f(zo 十 各) 一 f(z 一 和 
Po aad Rd RE} 二 上 lr (tt 号) 十 户 (za 一 中 | 


-替代 。2 (6)， (wT 
-去 (9) 一 Oh’) 


可 见 中 心 差 商 数 值 微分 公式 的 精度 较 前 面 两 个 数值 微分 公式 为 高 。 从 几何 上 看 , 弧 段 内 接 弦 
的 斜率 与 切线 斜率 的 平行 程度 在 中 点 优 于 两 端点 ,因此 用 两 点 的 差 商 值 作为 其 中 点 处 的 导数 
值 将 会 有 较 高 的 逼近 阶 。 综 上 可 得 以 下 带 有 余 式 的 差 商 型 数值 微分 公式 

Lmtdth fre Ce) bh pt0h) ,C0<0<1) 


CH hp —0h) ,C0<0<1) 


7(m 二 号) 中 二 0 各) 及 有 h 
二 让 8)， ' (wet) 


h 
由 上 可 见 , 差 商 近 似 微 商 的 误差 除 取决 于 函数 本 身 的 解析 性 质 外 ,还 取决 于 所 取 户 的 大 小 。 关 
越 小 , 则 误差 也 越 小 。 但 是 , 太 小 的 将 会 在 计算 差 商 时 带 来 较 大 的 合 人 误差 ,这 是 由 于 差 商 
的 分 子 部 分 相 减 ,二 值 很 接近 时 有 效 数字 严重 损失 ; 又 当 疡 很 小 ,用 疡 作 分 母 时 ,其 除法 将 会 把 
所 以 必须 适当 选取 hh。 通常 ,我 们 可 用 事后 估计 误差 法 选取 步 长 , 记 


RA) (和 es 乞 时 的 差 商 型 数值 微分 公式 的 余 式 ， 对 于 给 定 的 精度 要 求 es, 当 


f (7) (6. 115) 


[Row—R( RFE 和) <e 时 , 步 长 和 就 是 合适 的 步 长 。 


例 6. 11 用 中 心 差 商 数值 微分 公式 计算 f(z) 二 Vz 在 x 一 2 处 的 一 阶 导数 值 。 
解 ”采用 计算 公式 
f Oh YA 一 PC2) (6. 116) 


取 不 同 的 hh 值 按 四 位 小 数 计算 得 表 6. 7。[ 了 (2) 的 准确 值 为 0. 353 553] 


表 6.7 
区 
a me | 


0. 353 0 


一 FT 


由 表 6. 7 可 见 ,h 二 0. 2 时 的 逼近 效果 最 佳 ,当天 再 缩小 ,其 逼近 效果 越 来 越 差 。 当 然 对 式 
(6. 116) 作 以 下 变换 
V2TR/2— VR/2 1 
PO 六 (6. 117) 
后 再 进行 计算 就 可 减少 有 效 数 字 的 损失 。 例 如 取 =0. 1 时 得 


PTD ee | ee 
/Dv 7 5564 一 0.3536 


与 准确 值 比较 , 它 具 有 四 位 有 效 数字 ,而 (2)~z0. 366 0 只 具有 两 位 有 效 数字 。 
因 函 数 f(z) 的 导数 与 其 等 变 元 差 商 间 存在 以 下 关系 


f (0)=Lfz) = fz,z] 
f(z)—Ef zz) =2! flz,z,z] 


fr(z)=2! Ef Cz rz) =3! Wi (6. 118) 


jw 人 (一 (ED1 LF [zz 加 一 可 了 [zzy yz] 
上 个 上 十 1 个 
车 采用 n 次 插值 多 项 式 P,《z) 守 f(z), 则 f(z) 的 各 阶 导数 可 用 P, (xz) 的 各 阶 等 变 元 差 商 来 近 
似 
f (TP,[z,z] 
fA21 PLz,r,z] 
人 P,[z,z,zx,zx] (6. 119) 


a 到 [Lzyzy sz] 
& 十 1] 个 


由 式 (6. 118) 还 可 以 获得 等 变 元 差 商 的 导数 与 等 变 元 差 商 间 的 关系 式 
f(z)=fLz,z] 
FPCzz) 一 2FLzyzyz] 
(zzz) 一 3FLzyzyzyz] C6. 120) 


re ee 
有 个 十 1 个 
例 6.12 设 有 下 面 的 表格 函数 


| 全 


要 求 计算 (4) 和 了 (4) 的 近似 值 PL4,4j 和 2Ps[4,4,4]。 
解 ”由 于 差 商 具 有 对 称 性 ,我 们 可 将 节点 zx 一 4 置 于 表 末 ,并 额外 增添 2 个 z 一 4 的 节点 ， 
然后 建立 差 商 表 6. 8。 以 Pi(z) 为 f(z) 的 4 次 插值 多 项 式 ,其 4 阶 差 商 为 常量 ,所 以 应 有 


Pi[2,8,10,4,4]=P4L8,10,4,4,4] 一 一 ] 打 
表 6.8 


一 


Ps[L2,8,10,4,4] 


PL8,10,4,4] 


P[10,4,4] Pi[8,10,4,4,4] 


PL4,4] Ps[10,4,4,4] 
Pi[4,4,4] 
Pi[4,4] 


“i 


所 商定 义 可 到 次 计算 出 下 而 
Pi[8,10,4, 扫 一 一 第 二 (4 一 2)Pi[2,8,10,4, 委 一 一 站 
Ps[L10,4, 和 = 一 二 十 (4 一 8)P,[8,10,4， 条 一 高 


Ps[4,4] 一 守 十 (4 一 10)P[10,4,4] 一 如 


Pi[10,4,4,4]=Ps[8,10,4,4]+(4—8) PsL8,10,4,4,4]——124 


Ps[4,4,4]=P,[10,4,4]+(4—10) Pi[10,4,4,4 = 加 


所 以 f (4)SPL4, 人 幻 = 兰 一 2. 833 
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Ff' (4) 2P, [4,4,4] 一 洛 一 0. 861 


2.2 外 推算 法 求 数值 微分 


对 于 已 建立 的 数值 微分 公式 , 便 可 运用 缩小 步 长 的 外 推算 法 ,逐次 精确 地 求 取 导数 值 。 例 
如 ,我 们 运用 中 心 差 商 数值 微分 公式 来 计算 导数 值 


he 和 人 -和 1 
fF (FR)= "RO —B ff (€) 


h 
它 的 余 式 与 梯形 公式 的 余 式 相似 ,因此 可 仿 龙 贝 格 法 ,类 似 地 建立 以 下 以 中 心 差 商 数值 微分 公 
式 为 基础 的 加 速 收 倒序 列 
T 一 FUD ,TY 一 F( 芳 ) 
Cte (6. 121) 
IT 和 一 生生 二 人 二 G=1,2,.…,n) 
其 计算 顺序 如 表 6. 9 所 示 。 


4 了 9) — TY 
0 
蕊 4 一 | 


47y9 一 To 42T4D 一 TD 
入, 一 1 2) = 1 -~<0 
是 


42 TY sg TYD 
2 一 二 -2 -1 
TT 4 一 


42 TD = TSD 
Sm 


例 6. 13 使 用 公式 (6. 121) 计 算 f(z)=Yz 在 x 一 6 处 的 导数 值 。 
解 ”首先 使 用 以 下 中 心 差 商 数值 微分 公式 
FI 一 YETR]3 一 V6 二 272 
h 


对 7 一 2,1,0.5,0. 25 计算 得 


数值 分 析 


FO) = et! v6 一 1 一 0. 204 841 666 
FCD 一 人 02 0 v6 一 0.5 一 0. 204 301 876 


ETO0. 25— V6—0.25_ 204 168 476 


F(0. 5)= 
Fo. 25) Yl ve 一 0.125 一 0. 204 135 221 


在 此 基础 上 , 按 式 (6. 121) 建 立 表 6. 10, 已 知 fC6) 的 精确 值 为 0. 204 124 145, 由 表 6. 10 可 见 ,经 
过 三 次 加 速 的 结果 获得 的 0. 204 124 146 已 具有 8 位 有 效 数字 ,可 见 加 速 的 效果 是 很 显著 的 。 


表 6.10 
1 TT ， 
0. 204 841 666 
0. 204 301 876 0. 204 121 946 


0. 204 168 476 0. 204 124 009 0, 204 124 146 


0. 204 135 221 0. 204 124 136 0. 204 124 144 0. 204 124 144 


2.3 ”差分 型 数值 微分 


为 了 建立 等 距 节 点 下 的 导数 计算 公式 ,可 对 菱形 图 5. 6 中 的 Ci+j 换 以 CCir;)4_, 便 得 到 在 
Zi 点 的 一 阶 导数 蓉 形 图 。 如 将 CH 换 以 (CH ) 二 *， 便 得 到 在 zx 点 的 二 阶 导数 蓉 形 图 。 如 此 做 
下 去 ,可 得 到 在 x 点 的 各 阶 导数 菱形 图 ,再 套用 图 5. 6 的 使 用 规则 ,就 可 建立 插值 多 项 式 在 : 
一 上 处 的 导数 P2 (zo 十 二 ) | (1 二 1,2,…) ,最 后 得 


一 艺 一 6 


二 大 


(6. 122) 


为 示例 起 见 ,我 们 列 出 了 在 zo 处 的 一 阶 导数 蓉 形 图 6. 5 及 二 阶 导数 菱形 图 6. 6, 根 据 它 们 不 
难 建立 各 种 插值 多 项 式 在 zo 点 的 一 阶 导 数 或 二 阶 导数 公式 ,如 


PCzo) 一 二 (A 一 去 A 十 圭 Ayo 一 二 At 十 二 So 上 (6. 123) 


Po (xD 一直 P9 rtth)| _ 


玫 Cm) 一 让 (Ai 一 Au 十 计 Ayo 一 全 Mo 十 …) (6. 124) 


2.4 函数 值 加 权 型 数值 微分 


如 果 给 定 了 函数 f(z) 在 xyz ，…ze 上 的 函数 值 ye, ，…， 则 可 采用 拉 格 朗 日 插值 
多 项 式 的 各 阶 导数 值 来 近似 函数 的 各 阶 导 数值 


fH DLV ZL)= > a® (zr) » fzi) (6. 125) 
i=0 
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一 


图 6.5 


,72) 的 余 式 为 


一 1,2,…. 
R’ (zx)= 


LE (zx)Ck 


» Tn 


2 ee (Zz) . f [zx,zo 9 1 9 


区 


,Tn | Tr Cx) » fx, x, To zi,* 


za 二 2I1L 1(72) 外 ALzyzyzo 9 1 9 


pe 
jj 十 


2 Za] 十 2 本 (Z) 用 FLzyzyzo 19 
* ,Tn 


© ~ nna" 


人 广 

8 

昌吉 
< 
ee 
个 入 
8 从 
人 
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: 8 
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SNH‘S 
~ No ~ 
5 
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R(xz) 


一 般 有 


(ED 
a (TX) 


,Tn II 


k 
RY (zx)= DCF Lr, ro, zi 


i=0 
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从 
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图 6.6 


| } (1 


,Tn ={f Lzr, zo 9319 


[Lz,zo 9.T1 9 


全 


fF 
fi Dz zr To T1* 


je 


,Ta |={f [zr, zr, ro sXis 


2{f [zx,x, rx, To 3T19""" 


yn |} 


,Tn | } (i—3) 


ya] 


ya 


2f°° 2 [zx, rx, To TI | 
2 。 {37FLzyzyzyzyzo 1 
831 A A Es 


(zx) 


(i) 
ntl 


sT» To Tl ，*"* Tn | . [Il 


oe 


计 i 个 


于 
2 8 
: 习 
5 
S 
8 


和 
十 ] 个 

2 

/iD! 


il f[z,x,: 
i 


Re (x) 


所 以 
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= Fe) (OD 
-了 (2 十 2 十 1)! * [Ts (zx) (6, 126) 


其 中 min{zxyzoyziy"" Tn) Emax{zy ro zis Tn)。 
由 于 插值 公式 的 唯一 性 , 式 (6. 126) 不 仅 适用 于 L, (zx) 的 情况 , 它 对 任何 其 他 n 次 插值 多 
项 式 均 适用 。 
在 等 距 节点 情况 下 有 z==zo 十 专 , dz 二 hdt, 则 
Diy, de sty 


i (z)LY (zo 二 th)= 7 i! il Cn—i)! dx we 


以 下 列 出 等 距 节 点 (间距 为 h) 下 n 二 1,2,3,4,k 二 1,2 时 的 导数 公式 ,以 备查 阅 。 
一 阶 数 值 微分 公式 : 
(1) 两 点 式 (n 二 1) 


(6. 127) 


(zo) 一 二 (yr 一 y o) 一 各 PA 
(6. 128) 
f (x) 一 大 (3 一 加 ) 十 二 


(2) 三 点 式 (n 一 2) 
f 本 


了 (1)= 疝 0% 一 %) 一 和 ki pe) (6. 129) 


(za 一 击 (% 一 人 十 3 一 生产 (6) 
(3) 四 点 式 (n 二 3) 
(zo)= 南 (一 ly 二 18 一 9ys 十 2ys) 一生 10 人 
3 
(nn) 一 着 ( 一 2% 一 3 十 bm 一 四) 十 扎 e (6) 
Wa -六 (6. 130) 
2 yo 一 6y 十 3y 十 2ys) 15 大 (6) 


3 
f zs ) 一 Se 二 (一 2yo 十 9 一 18y 十 1138) 十 和 Fe (2) 
(4) 五 点 式 (n 一 4) 
f(z0) = 部 ( 一 25% +48y 一 36ys 十 16ys 一 3y4) 十 入 (6 


1 4 
a (8) 
和 4 
(ro) 一 [ 产 COo 一 8 十 8 一 2 十 知人 9 (6. 131) 
4 
fz) = +6m 18y +10ys +3y) — 入 /5 人 


fr) 一 1 新 (83% 一 16y 十 36y2 一 48ys 十 25y0 十 怎 e (e) 


二 阶 数值 微分 公式 : 
(1) 三 点 式 (n 二 2) 


2 
(xo) 一 直 (36 一 2 十 Yr) 一 hf] 后) 十 告急 ) 
浊 
搬 (z) 一 凋 (% 2y 十 20) 一 每 Fo (&) (6. 132) 


2 
zc 一 直 ( 一 2 十) 一 RS) 一 全 Fo 人 和) 
(2) 四 点 式 (n 二 3) 
A No, —30y1 十 24ys 一 6 Yh pe (6) 一 外 re (&) 
6h? Yo y1 VY2 ys 12 16 
3 
f(x) ta(6y—12y +6ys) —h (6 一 各 7 (&) | 
f (x2)— pp 6 12 +6y) —Toh f°" Cb (&) 
过 
(2) 一 二 (6% +24y 一 30ys 十 12ys) 十 持 乒 fC) 一 咎 fC 
(3) 五 点 式 (n 二 4) 
4 
f(z0)—2i (70%—208y 十 228y 一 1123 十 22y0) 一 二 请 (6) 十 等 Fe CS) 
4 
f' (21) = (22y0 —40y +12y+8ys —2y4) + 一 (&,) 
4 
f (x2) 1 (—2yo+32y —60ys+32ys —2y4) + f° (é) C6. 134) 


94h 


f (0)—207( 2% +8y +12y2—40ys +22y.) — sh fC) + 0h fC) 


f'n )=a2(22y6 —112y1 +228ys—208ys 十 70y4) 十 名 He (6D) 一 下 内 Fe (名 ) 


例 6.14 已 知 函数 > 一 e 的 下 列 数据 


12. 182 5 13. 463 7 14. 879 7 16. 444 6 18. 174 1 


试用 两 点 ,三 点 数值 微分 公式 计算 z 一 2. 7 处 的 函数 的 一 、 二 阶 导数 值 。 
解 取 h==0.2 时 
1 


fC. T0514. 879 7 一 12. 182 5) 一 13. 486 (使 用 式 (6. 128) ) 


fC2. Tg 518. 174 1 一 12. 182 5) 一 14. 979 《使 用 式 (6. 129)) 


fC2. Dol2. 182 5 一 2X14. 879 7 十 18. 174 1) 二 14. 930 (使 用 式 (6. 132)) 


取 /一 0. 1 时 ,相应 地 有 
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fC2. D4 879 7 一 13. 463 7) 一 14. 160 


1 二 
f (2.7) 0 Il6. 444 6 13. 463 7)=14. 905 


(2. D3. 463 7—2X14. 879 7 十 16. 444 6)=14. 890 
这 里 (2.7) 和 六 (2.7) 的 真 值 都 是 14. 879 73…。 上 面 计算 表明 ,三 点 公式 比 两 点 公式 准确 ， 
步 长 越 小 越 准 确 。 一 般 情况 下 ,这 个 结论 是 对 的 。 但 由 余 式 可 见 ,如 果 高 阶 导 数 天界 ,或 舍 人 
误差 超过 截断 误差 ,这 个 结论 就 不 对 了 。 
2.5 用 三 次 样 条 函数 求 数值 微分 


用 三 次 样 条 函数 的 导数 近似 代替 函 数 的 导数 , 当 被 插值 函数 f(z) 有 较 好 的 光滑 性 时 , 随 
着 对 的 增加 ,不 仅 样 条 函数 无 限 趋 近 于 函数 FCz) ,而 且 样 条 函数 的 导数 也 能 无 限 地 趋 近 
矿 (z), 这 种 性 质 要 比 使 用 插值 多 项 式 优越 得 多 。 因 此 ,利用 样 条 函数 求 导数 的 近似 值 比较 可 
靠 些 。 当 然 用 样 条 函数 求 数值 微分 也 有 其 缺点 , 即 建立 样 条 函数 时 需要 解 线性 代数 方程 组 , 相 
应 的 计算 量 要 大 一 些 。 


2.6 使 用 数值 积分 公式 求 微分 
在 牛顿 一 莱 伯 尼 兹 公式 
上” epdz=Fa| 全 一 za 一 Far (6. 135) 


中 ,对 于 左 式 应 用 不 同 的 求 积 公式 就 可 以 获得 不 同 的 数值 微分 公式 。 例 如 ,采用 Qs 求 积 公式 
便 得 


陋 产 (zi 十 村 局 7 一 zt) 一 Fe) 
(za) 二 (6) El (6. 136) 
为 提高 精度 , 今 采用 辛 卜 生 公式 ,就 有 
Fr YHAF FF me) =f zm) fz) mam) 
略 去 余 式 后 ,上 式 化 为 | 
fo DOTAF D+ rp) = fs) (1,2,...,n—1) (6.137) 


上 式 中 ,未 知 数 为 六 (xo), 了 Cz1)，…, 了 六 (zx,) ,方程 数 为 n 一 1 个, 需 附 加 二 个 边界 条 件 了 (zo) 
和 了 (zx,) ,这 样 就 变 成 一 1 个 未 知 数 的 n 一 1 个 方程 组 了 ,可 用 矩阵 形式 将 它 表 为 
4 1 f(z1) 3[f (za)—f zr0) 1/h—f (ro) 
1 4 1 f (zz) 3Lf za)— fr) 1/h 


: : 一 : (6. 138) 
1 4 1 | Fa)|j |13[FCz 一 FCz 3)]/h 
0 1 FC))| 13LFGz) 一 Frz 2s))/h—f (x) 


由 它 可 以 解 出 FPCzD),FCz)PCz 1) 的 数值 。 


“240: 数值 分 析 


如 果 产 (zo), 产 (zs) 的 值 已 知 ,可 将 式 (6. 138) 中 的 导数 阶 数 均 递 增 一 次 , 便 得 以 下 方程 组 


f(x) 3[fF Cx) —f Cro) d/h—f (x0) 
1 4 1 f (xz) 3Lf Cx)—f Cm)/h (6. 139) 


es] [scf Gs)—F Cm) Yh fe,) 
由 此 可 以 解 得 二 阶 导数 值 Cz), 了 Cz) ,sz )。 
在 方程 组 (6. 138) 求 解 前 ,必须 增加 2 个 条 件 ,可 将 它 设置 为 边界 条 件 。 在 边界 条 件 未 知 
的 情况 下 ,可 以 使 用 差 商 来 近似 。 例 如 ,车 对 /(z)、 六 (Cz,-1) 使 用 中 心 差 商 数 值 微分 公式 的 


计算 值 作为 2 个 补充 条 件 , 则 式 (6. 137) 成 为 
/ _f(x2)— f(x0) 


0 


fr) TAF Ce) tf ren) = Lm Co ) (po1,2,...,n—1) (6. 140) 
xz) f(x) 
Es (xn) 2 2) 
由 此 便 可 解 得 (xo) ,了 Cra) ssf 了 (ri) ,f(r,)。 
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习题 六 
6. 1 分 别 用 梯形 公式 和 辛 卜 生 公 式 计算 下 列 积分 。 


1 
a < 
GD | 二 dz，M 一 8 


A 
(2) | He dr， M= 10 


(3) | Vzdr, M=4 
6. 2 用 高 斯 求 积 公式 计算 下 列 积 分 的 值 。 


| | 1 一 去 sin?tde 
6.3 ”用 下 列 方法 计算 积分 | 人。 
(1) 龙 贝 格 方法 ; 
(2) 用 "一 3 及 ?2 一 5 的 高 斯 求 积 公式 。 
6.4 计算 下 列 积分 。 
1 _dz » “dz ! _dz 
中 证 | 这，， 9 | TE 
至 si 1 In(1 十 zx) 1 lIn(1 十 x) 
of re 四 | HPac， 人 | azau 
用 复 化 梯形 公式 、 复 化 辛 卜 生 公式 、 龙 贝 格 法 、 高 斯 求 积 公式 ,结果 精确 到 10-。 
6.5 ”对 定 积分 | ，Vzdz, 试 用 梯形 公式 、 辛 仆 生 公式 和 龙 贝 格 法 进行 计算 ,并 研究 用 六 
生 公式 计算 所 得 误差。 
6. 6 求 系数 Al,Az ,As ,使 求 积 公式 
| fwdr AfD+Af—) + A ft) 
对 于 次 数 <2 的 一 切 多 项 式 都 精确 成 立 。 
6.7 用 复 化 辛 卜 生 公式 计算 积分 
||mcz+2ydrdy 


R 


式 中 ,及 一 { (x, y) | 1 442.0, 1. 0< yl1.5 } , 取 5 位 小 数 进行 计算 之 。 
6. 8 给 定 下 列表 格 值 


1. 699 0 1.740 4 1.778 2 1. 812 9 


利用 四 点 式 (* 一 3) 求 1'(50)、f “(50) 的 近似 值 。 
6.9 ”计算 积分 .erdz, 若 用 复 化 梯形 公式 ; 问 区 间 应 分 多 少 等 份 ,才能 保证 计算 结果 有 5 


位 有 效 数 字 ? 


6. 10 ”用 复 化 辛 卜 生 公 式 求 | esin zdz 的 近似 值 ,确定 m 和 记 使 公式 的 截断 误差 小 于 
10 5 
6. 11 用 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 
1= | szdz 
要 求 总 误差 小 于 0. 002, 问 公式 中 应 取 几 项 合适 , 字 长 至 少 应 取 几 位 ? 


6. 12 ”要求 使 用 计算 量 最 少 的 高 斯 求 积 公 式 计算 
“1 


的 数值 ,使 其 总 误差 不 超过 0. 005。 
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§1 引 者 


在 科学 技术 中 遇 到 的 常 微分 方程 ,只 有 少数 是 较 简 单 和 上 典型 的 常 微分 方程 ;比如 线性 常 系 
数 微分 方程 能 够 用 初等 方法 求 得 它们 的 解析 解 。 对 于 变 系数 微分 方程 的 求解 就 有 困难 ,更 不 
用 说 一 般 的 非 线性 微分 方程 了 。 多 数 情况 下 , 常 微 分 方程 只 能 采用 近似 方法 求解 。 近 似 方法 
有 两 类 ,一 类 称 为 近似 解析 方法 ,如 级 数 解法 .逐次 逼近 法 等 ; 另 一 类 近似 方法 称 为 数值 解法 ， 
它 可 以 给 出 解 在 一 些 离散 点 上 的 近似 值 。 利 用 电子 计算 机 解 常 微分 方程 主要 用 数值 解法 。 
首先 考虑 初 值 问题 
y = f(r,y) 
YX0) = yo 
的 数值 解法 ,因为 这 一 方法 可 以 推广 到 一 阶 微分 方程 组 ,而 高 阶 方程 又 可 化 为 一 阶 微分 方程 
组 ,所 以 我 们 首先 研究 它 的 数值 解法 。 在 叙述 数值 解法 之 前 ,我 们 需要 考虑 解 的 存在 性 。 因 为 
如 果 问 题 没有 解 , 即 使 利用 数值 解法 可 以 求 得 一 些 数据 也 是 毫 无 意义 的 。 另 外 ,在 解 存在 的 情 
况 下 ,必须 保证 初 值 问题 具有 唯一 的 解 。 关 于 解 的 存在 唯一 性 有 如 下 的 定理 描述 。 
定理 7.1 设 .fz,y) 在 域 卫 = 一 {ae<z 委 0, 一 cc<y<co} 上 有 定义 上 且 连 续 ,同时 满足 如 下 
的 李 普 希 兹 条 件 
[f(r wD—flry) LIy—y |, (zy) ED,ry*)ED (7. 2) 
式 中 ,LL 为 李 普 希 兹 常数 , 则 初 值 问题 (7. 1) 的 解 存 在 且 唯 一 ,并 且 解 yCzx) 连 续 可 微 。 
在 f(z,y) 对 yy 可 微 的 情况 下 , 若 偏 导数 有 界 , 则 可 取 


(7. 1) 


L= max ae | (7. 3) 
(WED ay “ 
这 时 李 普 希 兹 条 件 显然 成 立 
[flz,y) ~ fr,y’ )|= oo-y)|<cly-y | (7. 4) 


这 通常 是 验证 式 (7. 2) 是 否 满足 的 最 简便 的 方法 。 

除了 需要 保证 初 值 问题 有 解 外 ,还 必须 保证 微分 方程 本 身 是 适 定 的 ,在 微分 方程 教材 中 ， 
关于 适 定 的 问题 有 下 面 的 定理 描述 。 

定理 7.2 如 果 f(z,y) 满 足 李 普 希 效 条 件 , 则 初 值 问题 (7. 1) 是 适 定 的 。 

本 章 主要 讨论 初 值 问题 (7. 1) 的 常用 数值 解法 ,并 假定 f(z,y) 满 足 存 在 唯一 性 定理 及 适 
当 光 滑 等 条 件 。 初 值 问 题 (7. 1) 的 解 y(z) 是 [a,56j 上 变量 z 的 连续 函数 。 求 这 个 初 值 问题 的 
数值 解 , 就 是 在 区 间 [a,5] 上 的 若干 离散 点 ,如 在 

a= zz rb 

上 ,用 离散 化 方法 将 初 值 问 题 (7. 1) 化 成 离散 变量 的 相应 问题 ,把 相应 问题 的 解 y. (k= 二 1， 
2,…,n) 作 为 初 值 问 题 (7. 1) 理 论 解 yCzxi) 的 近似 值 。 

称 yi《k 二 1,2,…,n) 为 初 值 问 题 (7. 1) 的 数值 解 。 记 
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EE 
st 


| Xa = XThe (k=0,1,2,,n— 1) 
hu 称 为 步 长 。 在 等 步 长 hs 二 h 时 ,得 
Tp 二 a 十 扬 (k==0,1,2,"",n) 
数值 解法 的 关键 在 于 设法 消去 初 值 问题 (7. 1) 中 的 导数 项 ,这 一 过 程 称 为 “离散 化 ”。 通 过 
离散 化 过 程 ,就 可 将 微分 方程 转化 为 差分 方程 来 求解 。 离 散 化 方法 有 多 种 ,可 基于 数值 微分 近 
似 函 数 的 导数 ;也 可 基于 台 劳 级 数 法 及 基于 台 劳 展开 式 的 待定 系数 法 以 及 基于 数值 积分 公式 
等 途径 建立 差分 方程 。 


$2 人 台 劳 级 数 法 
初 值 问题 (7. 1) 由 初 值 点 (zo ,yo) 出 发 , 取 步 长 为 h, 建 立 zo 点 处 的 pb 阶 台 劳 多 项 式 计算 
ZX1 王 Xo 十 hh 点 的 y1 值 
3 了 ylxo) 二 hy (Xo) 十 向 3 (zo) 十 … + (Zzxo0) (7.5) 


其 中 的 各 阶 导数 值 计 算 如 下 : 
yzo) 一 Yo 
yx0) = fxo,%)= fo 


Yr) = (E+), = (大 二 无 (7.6) 
yz0) Ge 访 寺 六 fs fy 


然后 以 《zi,y1) 为 起 点 ,建立 zx! 点 的 pb 阶 台 劳 多 项 式 计算 xs 点 的 yz 值 ,如 此 类 推 ,就 能 求 得 
数值 解 JI193y29， Dao 
为 了 衡量 数值 方法 的 误差 ,在 一 步 计算 中 ,假定 y, 为 准确 值 , 即 y, 取 理 论 值 y(z,) ,在 此 
前 提 下 ( 称 为 局 部 化 假定 ) ,用 某 种 数值 方法 精确 计算 得 到 y-+， 则 称 Rt 一 y(Czo+rl) 一 2o+l 为 
该 数值 方法 的 局 部 截断 误差 。 并 称 
EH1 二 I(T) 一 yi (7.7) 
为 该 数值 方法 的 整体 截断 误差 。 其 中 y(zirl) 为 初 值 问题 (7. 1) 的 理论 解 ,yi+1 为 不 计 舍 人 误 
差 时 用 该 数值 方法 从 zo 开始 ,逐步 得 到 在 zit1 处 的 数值 解 。 
局 部 截断 误差 与 整体 截断 误差 是 该 数值 方法 不 计 合 人 误差 时 的 理论 误差 ,而 后 面 讲 的 稳 
定性 概念 则 是 研究 合 和 人 误差 对 计算 结果 的 影响 问题 。 
定义 7.1 若 数值 方法 的 局 部 截断 误差 为 
RH = OCR) (7. 8) 
则 称 该 方法 具有 p 阶 精 度 或 pp 阶 方法 ,这 里 之 为 正 整数 。 
局 部 截断 误差 仅 是 由 到 7 十 1 这 一 步 执行 数值 方法 所 引起 的 误差 , 它 的 大 小 可 以 反映 出 
该 方法 精度 高 低 。 为 了 提高 公式 的 精度 , 则 要 将 p 值 取 大 ,但 是 , 当 p 值 取 大 时 ,公式 变 得 复 
杂 , 计 算 量 就 会 增 大 。 
采用 台 劳 级 数 法 ,只 要 初 值 问题 的 理论 解 充分 光滑 ,就 可 获得 较 高 准确 度 的 数值 解 。 但 是 
需 计算 >(z) 的 各 阶 导数 ,而 当 f(x,y) 的 表达 式 复杂 时 , 求 取 各 阶 导数 是 很 烦琐 的 。 一 般 不 直 
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Ti 
接 采 用 它 来 求 取 数值 解 , 但 在 下 面 介 绍 的 多 步 法 中 可 用 它 来 计算 比较 精确 的 起 始 值 。 

例 7.1 取 步 长 h=0.1, 用 一 ,二 、 四 阶 台 劳 多 项 式 求解 初 值 问题 


Y=， 0<z<B3, yO0)=1 
解 由 于 


y=y 
1 


y = 2 一 2y 
Y=6yy = 6y 
0 = 24y’y EE 24yi 
相应 的 一 、 二 、 四 阶 台 劳 多 项 式 为 
p=1, Ya = YT hy = yhy, + 1) 


茵 
p=2, Yrtl = Yn 二 hy? 站 要 “2 = 加 [py 十 1)jy +t1] 
21 


=4 二 十 hy 十 入。，28 十 钙 。6W 十 纹 24y8 
p= 4, Yrtl 一 Yn Yn 21 Yr 31 Yn 41 个 Yn 
= yhyr tt Dhyr Thy 1)hy, + 1) 
从 % 一 1 开始 , 按 上 列 公式 计算 ,得 结果 如 表 7. 1 所 示 , 表 中 最 后 一 行 是 真 解 y(z,) 一 一 


值 。 
表 7.1 
SSE EE EE 


$ 3 基于 数值 微分 公式 的 方法 


对 于 式 (7. 1) 中 的 y 二 了 f(z,y) 使 用 向 前 差 商 数值 微分 公式 (6. 1) 近 似 有 
yCzeH) — yx) 
h 


y (Tn) =- 


代入 y (za)=f(z, yz ) 左 端 ,得 


Yn ) — Yn) x fxn YTn)) 


再 用 y(z,) 的 近似 值 y, 代 人 上 式 得 
yCZeH) 和 Yn + hf (x » Yn) 


Et 


今 把 上 式 右 端 计算 出 来 的 值 记 为 y+1 ,把 它 作 为 yCz+1) 的 近似 值 ,有 


yuH = Yn hf zn Yn) (7. 9) 
称 为 欧 拉 (Euler) 公 式 , 其 局 部 截断 误差 为 
Rn = (6) = OR), xr < rn C7. 10) 


若 采用 数值 微分 公式 (6. 2) 的 向 后 差 商 近似 导数 时 ,有 


Chai a YTntl yxn) 


就 可 得 以 下 一 个 求解 公式 


Yrt1 = Yr hf Tat Ynt1) (7.11) 
称 为 后 退 欧 拉 公 式 ,其 局 部 截断 误差 为 
Rn ——$ YG) = OU2)， 0 (7. 12) 


我 们 从 欧 拉 公式 和 后 退 欧 拉 公式 的 局 部 截断 误差 式 (7. 10) 和 式 (7. 12) 可 见 , 若 取 式 (7. 9) 
与 式 (7. 11) 的 平均 值 作为 一 个 求解 公式 , 则 可 能 抵消 原 公式 的 误差 主 部 而 获得 精度 更 好 的 公 
式 ,这 个 公式 称 为 梯形 公式 或 改进 的 欧 拉 公式 


Yntl 一 十 名 [f ny yn) + flan ,Ynt1 ) J (7. 13) 
其 局 部 截断 误差 (参见 表 7. “ 
Rt 一 一 得 (名 ) 一 = Oh’), Tn Tn (7. 14) 


定义 7.2 在 差分 方程 中 ,对 任何 f 若 ynti 已 被 明显 地 解 出 来 ,就 称 这 样 的 方法 为 显 式 
法 ;否则 称 为 隐 式 法 。 

欧 拉 法 是 显 式 法 ,梯形 法 是 隐 式 法 。 显 式 法 用 递 推 的 数值 求解 方法 。 隐 式 法 求解 方法 用 
迭代 法 ,每 一 步 先 要 用 一 个 显 式 公式 为 它 提供 选 代 初 值 ,然后 用 迭代 法 求解 隐 式 公式 。 以 梯形 
公式 为 例 ,可 用 欧 拉 公式 计算 初 值 ,然后 用 梯形 公式 进行 迭代 计算 : 


oe Yn 二 hf(r, » Yn) 


7. 15 
2 和 一 十 名 [fxssy, ) 十 FCz yy 个 门 (k=0,1,2,.) 0 


反复 迭代 ,直到 满足 精度 要 求 | yA? 一 y 昌 1 | < 为 止 , 此 时 的 y 千 作为 zt 点 的 数值 解 。 
8$ 4 龙 格 - 库 塔 法 


龙 格 首先 提出 了 间接 使 用 台 劳 展开 式 的 方法 。 具 体 做 法 是 ,用 f(x,y) 在 不 同 点 上 的 函数 
值 的 线性 组 合 来 代替 式 (7. 5), 即 等 量 置换 的 方法 。 下 面 以 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 为 例 来 说 明 这 
一 基本 思想 。 

设 截止 到 er 项 的 台 劳 展开 式 为 


2 
ee Ee (二 风 十 大 Et 的 (7. 16) 


假定 上 式 数 值 等 价 于 
ynH = Ciki 十 czAs (7. 17) 
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ee 
ki =hf(xn, yn) 
es k=hf Crt hhy ytimk) 
式 中 的 参数 c .cs ia 待定 ,要 求 方法 达到 二 阶 精度 。 为 此 将 & 在 (x, ,y,) 点 展开 为 
kz = h[L fray ys) ARF Cra ys) tT pahf ras yas) fy Try ys) Oh) 
代入 式 (7. 17) 得 
yuH = 二 hc ce) fry ys) coh? [LA fe Cr yn) + 


pk1f Tr» yn) 本 fy zn ys) + OC) (7. 18) 
由 于 要 求 方法 是 二 阶 的 ,所 以 (7. 18) 与 (7. 16) 关 于 户 同 次 寡 的 系数 必须 相等 ,由 此 得 到 
Cl 十 cz 3 1 
C2A1 一 
2 (7, 19) 
Wy 
Caf 一 2 
四 个 未 知 量 C1\C2 Al AI 只 有 三 个 方程 ,有 一 个 参量 可 任 选 ,如 取 ca 为 自 由 参量 ( 非 零 ) ,于 是 
cl 一 工 一 cz 
Ts2 
一 Ha 一 让 - ee 


常见 的 取 法 为 co 一 去 , 则 a 一 去 以 一 pn 一 1, 于 是 式 (7. 17) 成 为 


eh 一 ys 十 去 ( 生 十 和 ) 


ki = hf (za, yn) (7. 21) 
kz = hf lz th, y, ki) 
如 果 取 一 1, 则 一 0,hi 一 证 一 去， 则 (7. 17) 式 成 为 
ynH 一 Yn hf x 十 去 有， Yn + 3hf Cz, ,Ya )) (7. 22) 


由 于 方程 组 (7. 19) 为 不 定 方程 组 ,其 解 不 唯一 ,还 有 许多 可 能 的 取 法 ,相应 公式 的 局 部 截断 误 
差 都 是 OC ) ,统称 这 些 公式 为 二 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 。 仿 照 以 上 方法 可 以 开发 出 各 阶 龙 格 - 库 
塔 公 式 如 下 。 


Pp 二 1( 一 阶 ) : 


一 内 十 有 
| » 十 Ai (7. 23) 


ki =hf(r,, Yn) 
Vnt+1 = yn 十 kz 
2 一 2( 二 阶 )， Thflzn, yn) (7. 24) 


bh 十 生生】 
一 一 修正 的 欧 拉 法 或 中 点 公式 

yan+1 一 yn + 于 (Ai 十 3k;) 

Ai =hf(z, » Yn) (7. 25) 

k» 一 (zx 十 本 证 本 ) 


Heun 法 


Yrt1 = Yn + 半 (ki 二 kz) 


ki=hf(z, Yn) 
k=hf(x, th, yn tki) 
一 一 改进 的 欧 拉 法 


yen =y 十 二 (kr 十 3ks) 


ki =hf(zr » Yn) 


p= 二 3 (三 阶 ): ki 


k2 = :2n 二 3 ) 


加 一 hf (十 入 hy 十 急 妈 】 
Heun 三 阶 公式 
yn+1 一 yn 十 言 ( 十 4kz 十 ks) 


ki =hf(z, » yn) 
k 
k2 =hf (x 十 二 9 yz 十 了 ) 
ks =hf(zr, 十 h ?yn —ki 十 2k， ) 
一 一 库 塔 三 级 算法 
fen 一 加 十 言 (2 十 3 各 十 4s) 
ki=hf(x, yn) 


如 ==hf (zs 十 分 ,yo 二 委 ) 


让 fmt 4h mt) 
ei 十 证 Ch 十 2 已 十 2 有 十 及 ) 
ki =hf(zr » Yn) 


p 二 4《 四 阶 ); ha 一 hf(z 十 备 ,yo 十 全) 


ks f(t | 


b=hf (zsth, ys thks) 
古典 公式 


(7. 26) 


(7. 27) 


(7. 28) 


(7. 29) 


(7. 30) 


第 七 章 ” 常 油分 方程 数值 解法 


ora 一 芒 十 言 (后 十 3 如 十 3 如 十 和 
ki =hf(r ; Yn) 


ha 一 hf (二 十 他, 十 全) (7.31) 


k 
训 =hf (zn 十 入 hn 二 名 十 ha) 
ks—=hf(xrth, 加 十 局 —kz 二 ks) 
库 塔 公式 
rn 一 轨 十 言 [ 丘 十 (2 一 /加 如 十 (2 十 V 玖 恪 十 如] 
hh=hf (ras ys) 

a hh | 名 

hhf (zt yt ) 


(7. 32) 


hhf (mt ,yt ) 


ka =hf(z, 十 9 » + ) 
一 一 Gill 公式 
我 们 还 可 以 造 出 很 多 具体 的 计算 公式 ,在 龙 格 - 库 塔 公式 中 所 需 计算 f(z, y) 的 次 数 叫做 


它 的 级 数 , 公 式 中 所 能 达到 的 的 最 高 方 次 称 为 它 的 阶 数 , 它 们 之 间 的 关系 由 Butcher(1965 
年 ) 给 出 ,如 表 7. 2 所 示 。 


表 7.2 


六 (计算 f(z,y) 的 次 数 ) 


p( 方 法 的 最 大 阶 数 ) 1 2 3 4 4 


当 NN 之 10 时 ,p<N 一 2。 由 上 可 见 ， 四 级 以 下 的 龙 格 - 库 塔 公 式 的 级 数 与 阶 数 一 致 ,但 是 
R>4 级 以 上 的 龙 格 - 库 塔 公式 就 不 一 定 是 尺 阶 的 了 。 

龙 格 - 库 塔 法 是 常用 的 有 效 方法 , 它 的 优点 是 :Q@ 方法 简练 , 易 编程 序 ;@ 龙 格 - 库 塔 法 只 
需 知道 起 点 值 即 可 逐步 以 定 步 长 或 变 步 长 外 推 , 称 这 种 方法 为 单 步 法 ;@) 具有 良好 的 数值 稳 
定性 , 即 随 着 计算 步 数 的 增 大 ， 因 初 始 误差 或 合 人 误差 的 影响 导致 数值 解 的 误差 不 会 增长 或 误 
差 有 界 。 缺 点 是 每 一 步 的 计算 量 较 大 ;公式 的 局 部 截断 误差 难以 求 得 。 从 计算 量 着 眼 ,一 般 低 
精度 问题 宜 采用 低 阶 龙 格 - 库 塔 公式 ,而 高 精度 问题 以 采用 高 阶 龙 格 - 库 塔 为 宜 。 至 于 四 阶 以 
上 较 少 被 采用 。 

为 了 保证 龙 格 - 库 塔 公式 的 局 部 截断 误差 满足 精度 要 求 < ,必须 选 定 合适 的 步 长 h, 我 们 
以 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 为 例 叙述 其 确定 方法 。 

今 从 某 一 点 xz, 出 发 , 初 定 为 步 长 ,经 过 一 步 计算 得 yCz,41) 的 近似 值 > 只, ,其 局 部 截断 
误差 为 

3CZrerH) 一 3 向 = hs (7. 33) 

当 疡 不 大 时 ,c 可 近似 地 看 做 常数 。 然 后 将 步 长 折 半 , 即 取 h/2 为 步 长 ,从 z, 出 发 经 两 步 计算 
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PE EE SS 


求 得 yCzn1) 的 近似 值 为 人 ,其 每 一 步 的 局 部 截断 误差 为 c( 殷 ), 于 是 有 
A 2c( 委 5 | (7. 34) 
式 (7. 34) 与 式 (7. 33) 相 比 可 得 


(名) 
y(CZrH ) 一 yi ed 
ylzan) 一 > 史 16 
(各 ) 1 (多 
I Tn) 一 yuH A 证 (yrH 一 2 中 ) 


这 表明 以 x 外 作为 yx) 的 近似 值 ,其 误差 可 用 先后 两 次 计算 结果 之 差 来 表示 。 因 而 只 需 考 察 
埋 |> 员 一 痪 1<s (7. 35) 
或 
| > 中 一 3 由 | 到 s (7. 36) 
是 否 成 立 。 上 述 两 个 不 等 式 统一 写 为 
A 二 e (7. 37) 
”是 否 成 立 。 若 成 立 , 将 加 售 至 2h 再 作 一 次 ,车 仍然 成 立 , 则 将 24 再 加 倍 ,直到 不 再 小 于 e 为 
止 ,退回 一 步 即 可 得 到 所 要 求 的 步 长 h。 若 A>e, 则 将 hh 折 半 为 h/2 再 作 , 如 此 类 推 直到 式 
(7. 37) 成 立 为 止 ,并 取 最 后 的 h/2 为 所 需 的 步 长 。 
上 述 确定 步 长 的 方法 亦 可 用 来 设计 变 步 长 龙 格 - 库 塔 法 之 用 。 变 步 长 龙 格 - 库 塔 法 进行 如 
下 ,在 计算 过 程 的 第 一 步 ,比如 从 z, 出 发 ,以 步 长 A 计算 出 y 欠 ,再 以 h/2 步 长 经 两 步 计 算出 
y 时 , 判 A<e? 以 下 区 分 两 种 情况 处 理 。 


Q@ 如 果 A>>e, 我 们 反复 将 步 长 折 半 进行 计算 ,直到 A<e 为 止 。 这 时 取 最 终 得 到 的 y 中 
为 结果 。 
@ 如 果 A<e, 我 们 反复 将 步 长 加 倍 进行 计算 ,直到 A>e 为 止 ,这 时 再 将 步 长 折 半 一 次 就 
得 到 所 要 的 结果 。 
这 种 通过 加 倍 或 折 半 的 手续 处 理 步 长 的 方法 称 作 变 步 长 方法 。 表 面 上 ,为 了 选取 步 长 ,每 
一 步 中 的 计算 量 增 加 了 ,但 从 整体 上 看 ,这 种 变 步 长 的 方法 是 合算 的 。 
例 7.2 用 四 阶 古 典 龙 格 - 库 塔 法 解 初 值 问题 
y 二 x 一 y 十 1 , 0 声 z 声 1 
y(0)=1 
解 ” 取 步 长 h==0.1, 按 式 (7. 30) 计 算 如 下 。 
有 一 0.1X(0 一 1 十 1) 王 0 


太一 0. 1X[(O 十 2 区 一 (1 十 号 ) 十 巧 一 0. 005 


ks =0. 1X[Co 二 9 一 (1 十 和 2 


久 一 0.1X[L(0 十 0.1) 一 (1 十 0. 004 75) 十 1] 二 0. 009 525 


) 十 1]==0. 004 75 


入 一 1 十 二 [0 十 2X(0. 005 十 0. 004 75) 十 0. 009 525] 一 1. 004 837 50 
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仿 此 计算 ,所 得 结果 以 及 与 准确 解 的 比较 如 表 7. 3 所 示 。 
表 7.3 


| 

1. 004 837 50 
1.040 818 22 
Lo a 


1. 306 569 66 
La 79 


1. 106 530 93 1. 106 530 66 2.7X1077 


$5 线性 多 步 法 


上 面 介 绍 的 台 劳 级 数 法 和 龙 格 - 库 塔 法 都 是 单 步 法 ,它们 在 计算 yw+1 时 只 用 到 y, 而 没有 
用 到 前 几 步 计算 得 到 的 信息 。 为 了 充分 利用 这 些 信息 , 常 使 用 如 下 形式 的 求解 公式 


大 
Daiyn = houB fn (n= 0,1,2,..…,M—&) (7. 38) 
/一 0 1 一 0 


进行 计算 ,通常 称 为 线性 多 步 法 。 式 中 fj 二 《zntj ,ywt;) ,QjsB Cj 二 0,1,2,…,k) 是 与 4 无 
关 的 常数 ,一 般 wm 天 0, 册 天 0, 不 失 一 般 性 ,可 统一 取 定 w 王 1。 由 式 (7.38) 可 知 , 在 计算 w+* 值 
时 ,需要 利用 它 前 面 的 nk 一 1 9 Vntk—2 9""" 9 Yn 的 个 值 ,所 以 称 式 (7. 38) 为 步 法 。 当 k= 二 1 时 
为 单 步 法 ; 当 &>>1 时 为 多 步 法 。 又 因 式 (7. 38) 中 出 现 的 y+j ,f+j 都 是 线性 的 ,所 以 更 确切 地 
说 式 (7. 38) 为 线性 步 法 。 当 BR 二 0 时 , 称 式 (7. 38) 为 显 式 的 ;否则 称 为 隐 式 的 。 


5. 1 线性 多 步 法 的 建立 方法 


线性 多 步 法 有 多 种 建立 方法 ,这 里 介绍 两 种 方法 。 
5. 1.1 利用 数值 积分 的 方法 
我 们 对 式 (7. 1) 两 边 积分 得 


| yd = J Fg ds 


或 1 十 上 dg (7. 39) 
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今 通过 Ta—l Cr 一 2 9 ;Tap 上 的 已 知 值 y 1 yy 9 ,yn-4 作 拉 格 朗 日 插值 公式 


_ (zz) (一 Ta (rT— Zr) / a 
Teragt 和 (Zr 一 .rr )CZrl 一 To s)…(Zrl — ze)Y 人 


(TX— zr1) (XO— Tr 2) | > 
Pr ee eR (7. 40) 


代 人 式 (7. 39) 后 得 
Yr = Yr hb fat bo frz tt bf) (7. 41) 
上 式 称 为 显 式 阿 当 姆 斯 公式 ,其 余 式 为 


R(xz, ,h) 二 | &(L 十 人 Dry (CE)dz 


= AH yt (| 2&(U 十 了 二 和 一 Dy, 


= Bh yt (8) EE (TeksTn1) (7. 42) 
系数 5b,(i 二 1,2,…,k) 和 误差 常数 B 的 数值 列 于 表 7.4 中 。 


按 式 (7. 41) 可 得 


k=1; y= yrithfe, ee 总 呈 YYC) 
k=2: yr 一 yr 十 分 (3f1 一 fr2)， Rn 有 = Bh YO 
k= 3: Yr Yl 十 太 (23f | 16f.2 十 5 )， R(Zz, ,h) By (&) 


k= 4: 一 yet 十 孝 (55f1 一 597. 二 37 一 9F 0)， 


— 251,s,) 
R(z, ,h) 7202 7 《6) 


如 果 在 节点 zx, ,zi ，…,ze 上 建立 拉 格 朗 日 插值 公式 代替 fCz,yCz)) , 代 人 式 (7. 39) 后 
得 隐 式 阿 当 姆 斯 公式 . 
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Yr = Yr hbe fa to fori to frs) (7. 43) 
R(xz,sh) = B' htt? yt (E) ， EE (Trks Tn) (7. 44) 
式 中 的 系数 值 bi (i = 0,1,2,..,k) 和 误差 常数 B* 列 于 表 7.5 中 。 
表 7.5S 


| | | 总 

NE 
>| 

i 


a SE 
a NE 


1 
2 
工 
让 
六 
19 
< 
1 训 

863 


720 
1 440 eg 1 440 1 440 
按 式 (7. 43) 可 得 
k=0: yr = yrthfa, R(znsh) =— hy (8) 
k=1; y= 二 yril 十 万 和 (fs 十 fs), R(xz, ,h) i 
k= 2: yn = Yr 十 攻 G5A 十 8j CO— fz), R(z, sh) 一 一 (名 


k= 3: yn SR. R(x sh) = 12 oh yG) (6 
《一 4: 加 二 yo 十 720 C251f, + 646f,1 —264f, 4 十 1067 —19f4), 


R(xz,,h) =— 80 2 (8) 


比较 表 7. 3 和 表 7.4 的 与 6? 的 数值 表 可 见 ,后 者 比 前 者 绝对 值 小 ,因而 使 用 隐 式 阿 当 姆 斯 
公式 计算 时 引入 的 合 人 误差 也 较 小 。 比 较 它们 的 余 式 可 知 , 在 同样 利用 个 已 知 值 的 情况 下 ， 
隐 式 阿 当 姆 斯 公式 的 阶 为 OLh**?) ,而 显 式 阿 当 姆 斯 公式 的 阶 为 OCh*+1)。 换 言 之 ,为 达到 同 
样 的 误差 阶 , 隐 式 公式 比 显 式 公 式 少 用 一 个 已 知 值 。 


5. 1.2 基于 台 劳 展开 式 的 待定 系数 法 
在 下 面 的 台 劳 展开 式 
yz +h) = yn) + hy zn) + Ya) + 


中 取 前 两 项 得 

yxn th) yrs) hf rs yr,)) (7. 45) 
以 等 号 代替 近似 号 并 用 y, ,yn 分别 代替 y(z,) ,ylznti ) 得 

ynH = Yn 二 hf (7. 46) 
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这 是 显 式 线性 单 步 法 , 即 欧 拉 公 式 , 它 正 是 = 二 1 时 的 显 式 阿 当 姆 斯 公式 。 如 将 y(z, 十 h) 和 
《zn 一 hh) 分 别 在 z 点 展开 得 
h? Ld 


yzs +h) = yn) + hy (zs) + yz) + 每 Y(z) 让 


2 | 
yi a 十 条 yz,) 一 年 交 (zy) 


将 上 述 两 式 相 减 得 
A PE PR a 十 吉 有 ey (zx,) 于 mu (7.47) 


在 上 式 中 截取 右 端 一 项 得 
Ynti 一 ye 2h, (7. 48) 
称 为 中 点 公式 ,其 局 部 截断 误差 为 O(/s ) 。 
任何 一 个 线性 多 步 法 均 可 使 用 类 似 的 方法 求 得 。 例 如 对 于 隐 式 线性 单 步 法 
ynhH 十 ao 和 = hlB fort Rf) (7. 49) 
只 需 将 yh 与 y si 的 展开 式 


yz 十 有 二 yz) 十 hy (zn) 十 生 YY(z,) 十 …… 


frn =Yy zth) = yr) thy’ (zr,) + 人 YCz,) 十 … 
代入 式 (7. 49) 并 合并 同类 项 得 


coyCzn) teihy (xs) ech yr) =0 (7. 50) 
Go = ] 二 ao 
Ci 1 一 掺 一 反 
其 中 pp 序 二 局 (7. 51) 
二 -所 


为 使 式 (7. 49) 有 尽 可 能 小 的 局 部 截断 误差 ,选择 
a 
则 a 二 a 二 cs 二 0, 代 入 式 (7. 49) 得 
yo 一 94 十 名 Cf, 十 fn) (7. 52) 


即 为 梯形 公式 ,其 局 部 截断 误差 为 OCh3)。 
一 般 情形 下 ,可 按 待定 系数 法 来 确定 一 个 线性 多 步 法 的 计算 公式 。 首 先 建立 它 的 局 部 截 
断 误差 公式 


天 
RCzsh) 一 > [wy(z 十 谢 ) 一 AB;y'(z 十 家 )] (7. 53) 
j=0 
将 yCz 十 jh) 和 yy 《z 十 jh) 在 z 点 的 台 劳 展开 式 代 人 上 式 , 合 并 同类 项 得 
R(x,h) = coy Cz) tahy (rz) tchy ?zr) + (7. 54) 


其 中 


co 一 Q0 十 om 十 … 十 


Cl 一 CQl 十 2@z 十 … 十 io 一 ( 册 十 有 十 …… 十 及 ) (7.55) 
cs = pr 十 2qos 十 … 十 sai) 全 十 251 记 十 …… 十 ie18) (gq = 2,3,…) 


为 了 衡量 线性 多 步 法 的 公式 精度 , 引 人 阶 的 概念 。 
定义 7.3 若 在 式 (7. 54) 中 有 
co 一 cl 一 … 一 co 一 0 (7. 56) 
而 cp+1 关 0, 则 称 该 线性 多 步 法 是 p 阶 的 。 
利用 式 (7. 56) 便 可 确定 出 线性 多 步 法 的 参数 a;,B(j 二 0,1,2,…,k) 的 具体 数值 。 
例 7.3 建立 显 式 线性 二 步 法 计算 公式 。 
解 ”在 本 题 中 ,一 2,oz 一 1 而,& ,让 待定。 按 式 (7. 55) 可 列 出 下 面 一 组 关系 式 
co 一 ao 十 十 1 一 0 
ca 一 aa 十 2 一 (和 十 8B) 一 0 


一 去 (a 十 4) 一 BR 一 0 


设 a 一 a, 解 得 
al = 一 (1 十 a) 


局 一 去 (a 十 4 一 去 (3 一 @) 


局 一 一 去 (1 十 a) 
] 1 1 
而 C3 = 31% 十 8 一 下 及 = 了 (3a) 
由 此 得 显 式 线性 二 步 法 的 计算 公式 为 
a i i SALC3— a fon = (7. 57) 


例 7,4 建立 具有 最 高 阶 数 的 隐 式 线性 二 步 法 计算 公式 。 

解 ”在 本 题 中 ,一 2,oz 一 1, 而 oo, 所 ,待定 。 按 式 (7. 55) 建 立 关 系 式 
co 一 ao 十 xi 十 1 一 0 
Cl 一 Q1 十 2 一 ( 十 及 十 应 ) 一 0 


一 去 (a 十 人 一 (Bi 十 2B) 一 0 
1 1 
C3 一 31 十 8) ah 十 4 ) 


设 ao 二 a, 解 得 
Qi (1 十 a) 


ee 
及 = 12C1+ 5a) 
及 一 兰 G 一 ao) 


久 一 南 (5 十 a) 
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CE 


而 ci 二 让 (a 十 16) 一 击 (B 十 8B) = 一 赴 GL+a) 


1 1 
6 一 可 十 32) 一 在 册 十 16&) 一 —3sT ?+130) 


车 a 关 一 1, 则 c4 关 0, 方 法 是 三 阶 的 ;车 4 二 一 1, 则 一 0,c 天 0, 方 法 是 四 阶 的 。 由 此 得 到 阶 数 
最 高 的 隐 式 线性 二 步 法 为 


ya 二 yr 十 名 [fora 十 4fim 十 所 ] (7. 58) 
这 正 是 辛 卜 生 求 积 公式 。 当 a=0 时 ,相应 的 线性 二 步 法 为 
Ynt? 一 Yntl 十 个 C57o 二 8frn 一 万 ) (7. 59) 


它 就 是 & 一 2 的 隐 式 阿 当 姆 斯 公式 。 当 4 二 一 5 时 ,可 得 显 式 二 步 法 计算 公式 。 
形 如 
> or- hBif ns (7. 60) 


的 线性 步 法 称 为 吉尔 (Gear) 方 法 ， 按照 式 (7. 60) 的 形式 和 式 (7. 55) 可 构造 从 1 习 6 的 & 
阶 & 步 法 。 例 如 ,对 于 二 阶 二 步 吉 尔 方 法 ,在 式 (7. 60) 中 =2, 取 os 一 1, 由 式 (7. 55), 令 

c = 二 mm 十 1 二 0 

cl 一 ai 十 2 一 应 一 0 


cz 一 到 (wm 十 和 一 38 一 0 


一 直人 十 au) 一 二 (人 馈 ) 一 一 名 关 0 


故 得 二 阶 二 步 吉 尔 方法 为 
Yrtz 一 和 yen 十 寺 = 全 fos 
& 从 1 到 6 的 吉尔 方法 的 系数 见 表 7. 6。 


_400 
147 
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5.2 起 始 值 的 求 取 方 法 


在 采用 p 阶 线性 (二 1) 步 法 求解 初 值 问题 (7. 1) 时 ,必须 附加 yi ,ys，…, yi 个 起 始 值 才 
能 按 线性 上 步 法 逐次 递 推 以 下 的 数值 解 。 这 些 起 始 值 的 精度 至 少 不 低 于 该 方法 的 局 部 截断 误 
差 OGA )。 下 面 介绍 几 种 计算 起 始 值 ( 亦 称 表 头 ) 的 具体 方法 。 

5.2.1 台 劳 级 数 法 

本 法 的 具体 内 容 已 在 本 章 § 2 中 介绍 过 , 它 本 身 也 是 一 种 求 取 数 值 解 的 方法 ， 因 其 计算 工 
作 量 较 大 ,通常 只 用 它 求 取 起 始 几 点 的 数值 解 。 

另外 ,在 使 用 台 劳 级 数 法 作 表 头 时 ,还 可 以 得 到 选择 步 长 h 的 信息 。 假定 要 求 局 部 截断 误 
差 不 超 过 e, 那 么 , 当 有 满足 


pe Td (zx) |<e 


及 py |y® (Cz) | >e 


时 ,认为 是 适当 的 。 
5.2.2 含有 高 阶 导数 的 隐 式 线性 单 步 法 
我 们 从 (Zn, Yn ) 点 出 发 9 使 用 如 下 一 组 导数 值 


Yas Ya Yn yD 
中 n ny La (7. 61) 
人 Yl i ,yh 
按 以 下 方法 进行 组 合 
QiYnti 十 ao 一 天 (By HBoy + h’ (Bay 十 Boy 十 … 十 姑 (Cay 和 十 Boy2) 
(7. 62) 


对 于 给 定 的 ! 值 ,可 仿 线 性 多 步 法 求解 公式 的 建立 方法 选取 适当 的 w »Bs (j=0,1;s=1,2,.,1), 
使 式 (7. 62) 具 有 尽 可 能 小 的 局 部 截断 误差 ,以 下 引用 几 个 这 样 的 公式 供 选 用 。 


Jo 一 加 二 吝 有 Yo 十 ys) 一 吉 有 (Ym 一 六 ) 
Z 2， . 
i 1 56...(5¥ r76 ‘7 
RCzash) 一 Hy (zs) + Os) 
oh 一 一 宇 和 hon 十 ) 一 让 拓 Cn 一) 十 二 (pn 十) 
(一 3， (7. 64) 
hy 00 sooh ">" (z1) + OChs) 
Ynti 一 加 一 hy 十 y) 一 pe (yin 一 加) 十 直 六 (Yan + 7,) 一 
1 一 4， ty (7. 65) 


1 680 
2 1 9 C9) 10 
R(x ,h) 5 401 6002 》 (zn) T+ OCRY) 


式 中 的 高 阶 导数 可 按 式 (7. 6) 计 算 。 以 上 这 些 公式 都 是 隐 式 公式 ,求解 时 需 用 迭代 法 (参见 本 
节 5. 3)。 


5.3 线性 多 步 法 的 数值 求解 方法 


5.3.1 显 式 公式 的 求解 方法 
线性 多 步 法 的 显 式 公式 求解 前 ,必须 计算 好 表 头 ,然后 便 可 按 显 式 公式 逐次 递 推出 以 下 各 
数值 解 。 
例 7.5 求 初 值 问 题 
y = 二 zx 一 y 十 1 
y(0)=1 
的 数值 解 。 
解 ” 精 确 解 为 y=e* 十 zx。 今 取 步 长 h==0.1, 用 显 式 四 阶 阿 当 姆 斯 公式 求解 之 。 
ynH 一 Yn 十 孝 [55f(z sya) — 59 fxn 1s yi) 二 37f ces ye) — 9f xn ayyrs)] 


(n= 3,4,.…,) (7, 66) 

因为 fx,y)=z—y++1, h=0.1, x,—=0. 1n, 代入 上 式 得 
Ynt1 = 去 (18. 5 十 5.9y。，1 一 3.7y ?十 0. 9yn-3 十 0. 24n 十 2. 52) (n=3,4,.…,) (7. 67) 
如 表 头 用 精确 解 计 算 , 则 得 

2Zo 一 0.0， 加 一 ] 

xi=0.1, =e*!++0.1=1.004 837 418 

z=0.2, y=e ?十 0.2=1.018 730 753 

zxs=0.3, y=e "二 0. 3=1.040 818 221 
令 ?一 3, 按 式 (7.67) 计 算 z= 二 0.4 的 vy 值 

二 去 (18. 忆 二 区 站 有 一 让 9 十 yo 二 0.24 洲 9 十 2.5 二 二 070 85 次 


令 "一 4, 继 续 递 推 得 
和 一 击 (18.5y% 十 5.9ys 一 3.7 因 十 0.9% 十 0.24X4 十 2.52) 一 1. 106 535 476 


5. 3.2 ” 隐 式 公式 的 求解 方法 

由 前 知 ,在 显 式 的 线性 多 步 法 中 , yx* 值 是 按 前 面 已 知 的 & 个 值 进行 推算 的 ;而 在 隐 式 的 
线性 多 步 法 中 ,情形 就 不 同 了 。 这 是 因为 在 式 (7. 38) 的 右边 含有 Fzereyyo+t) 项 ,而 yn+s 恰 是 
待 求 的 未 知 量 ,这 时 式 (7. 38) 是 变量 y,+4 的 隐 式 方程 ,可 表 为 


ya = hBef (Trp Yr) + gn (7. 68) 
式 中 ,g; 为 已 知 的 数值 。 求 解 上 式 可 采用 迭代 法 
yt 一 hBef™®™ (ztyyrk) 十 gr (7. 69) 
式 中 ,y 虽 为 初 值 。 由 迭代 解法 知 ,当下 列 条 件 
[a | <1 (7.70) 


或 ML<< 亿 | (| 革 <r) (7.71) 


第 七 章 ” 常 微分 方程 数值 解法 
下 CC 


满足 时 ,上 述 迭 代 过 程 是 收敛 的 。 
在 选用 隐 式 阿 当 姆 斯 公式 时 ,B= 二 8 ,相应 于 不 同 的 & 值 有 
k= 1， |hL |<2 
k=2， 1 所 |<< 若 
k= 3， [ |<< 壮 (7.72) 
k= 4 | 碟 |< 到 
k= 二 5， | 也 < 


因此 只 要 适当 取 定 产值 ,总 能 使 式 (7. 72) 成 立 ,从 而 保证 迭代 过 程 收敛 。 一 般 迭 代 次 数 不 宜 过 
多 ,否则 会 增加 计算 量 。 和 迭代 次 数 以 2 一 3 次 为 宜 , 如 过 多 , 则 应 减 小 有 值 。 

(1) 隐 式 公式 的 迭代 解法 

对 于 隐 式 公式 (7. 69) , 初 值 可 取 yS, 二 g; ,例如 对 隐 式 二 阶 阿 当 姆 斯 公式 


Yntl 一 多 十 号 LFCzsyu) 十 fxnn yy (7. 73) 
可 取 2 全 一 bf (zn » Yn) (7.74) 
再 利用 隐 式 公式 进行 欠 代 

YH 一 多 十 分 和 [7Czsyyn) 十 jjCzryy 咏 7 
直到 满足 精度 要 求 为 止 。 


例 7.6 用 式 (7.73) 求 解 
y=,y0)=1 
解 ” 计 算 公 式 如 下 
yy = yn hy? 
(7.75) 
YH = yy 十 如 [8 十 (y 怨 )?] 


y=1+0.1XL =1.1 


yD 二 1 十 1 :+1. 12) 一 1.1105 
人 110 5?) 一 1.111 7 
一 1 十 与 Ga 十 1.111 72) 一 1.1118 


y= =1+ 久 (+1. 111 82) = 1.111 8 


取 z= 二 0. 1，,yl 一 1. 111 8， 同 法 类 推 可 得 
XT? 二 :0.2 VY2 一 1.2521 
Zs =0.3, y= 1.4345 
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Xx4 = 0.4, ys = 1.6782 

(2) 预测 -校正 法 

隐 式 公式 的 迭代 解法 要 多 次 计算 f(x,y) 的 函数 值 ,这 样 要 花费 较 大 的 代价 。 因 此 可 以 考 
虑 用 一 个 显 式 公式 提供 w+ 的 良好 估计 ( 称 为 预测 ), 代 人 隐 式 公式 中 得 到 y。+1 的 校正 值 ( 称 
为 校正 ) ,这 就 组 成 了 预测 -校正 法 。 虽 然 前 述 的 迭代 解法 也 可 以 看 成 是 不 断 进 行 校正 的 过 程 ， 
但 它 的 迭代 次 数 是 由 | yi 一 y 锡 | 二 e 来 控制 的 ,这 种 方法 的 局 部 截断 误差 和 数值 稳定 性 主 
要 取决 于 隐 式 公式 的 特性 。 而 预测 -校正 法 则 是 事先 规定 了 预测 与 校正 的 次 数 , 当然 仍然 要 求 
用 这 种 方法 求 得 的 数值 解 满足 精度 要 求 。 

计算 w+ 的 预测 -校正 法 步骤 如 下 。 

@ 利用 预测 公式 计算 y+1 的 初始 近似 值 ye , 令 ;一 0。 

© 计算 右 端 函 数 f= = f(zxntl » 1 ) 。 

@ 将 中! 代入 校正 公式 ,计算 出 新 的 近似 值 .yy 和 。 

@ 校正 次 数 委 mr? ,如 成 立 ,i 增 1 后 转 @; 否 则 令 w+ 一 Xp 。 

这 里 出 现 了 三 个 互相 独立 的 过 程 :预测 步骤 ,我 们 称 之 为 P; 计 算 步 又, 称 为 E; 校 正 
步骤 @, 称 为 C。 步 又 @ 由 m 次 迭代 组 成 。 这 种 方法 称 为 P(EC)” 法 。 其 中 (EC)” 表示 E,C 
过 程 重复 计算 mx 次 。 许 多 事实 表明 ,最 后 再 作 一 次 函数 计算 为 下 一 步 提供 一 个 更 精确 的 f 值 
是 值得 的 ,这 种 方法 表示 为 P(EC)”"E 法 。 大 多 数 使 用 的 预测 -校正 法 在 每 步 上 最 多 进行 两 次 
函数 值 计算 ,因此 下 面 的 一 些 计算 方案 PEC, PECE,P(EC)? 用 得 比较 普遍 。 在 预测 -校正 法 
中 ,预测 公式 的 局 部 截断 误差 的 阶 较 校 正 公 式 的 局 部 截断 误差 的 阶 略 低 一 些 , 一 般 取 低 一 阶 或 
相等 ,此 时 经 预测 ,校正 一 次 后 的 误差 阶 与 校正 公式 相同 。 特 别 当 预测 公式 与 校正 公式 的 阶 数 
相同 时 ,可 以 得 到 预测 公式 或 校正 公式 的 局 部 截断 误差 主 部 的 事后 误差 估计 式 。 

常用 的 预测 -校正 公式 有 ( * 你 记 世 济公 \ 式 ) 如 下 几 种 。 

@ 改进 的 欧 拉 公式 

yat = Yn hf (rns Yn) 


yzH = Yn + 多 [fz Ya) 十 frnt Yn) 


WR thy = sy) (7.76) 


R(z,,h) 一 一 下 yy (&) 
@ 三 点 米尔 纳 (Milne) 法 
yzH 一 yx 一 3 + 名 [8fCz » Vn) 一 相 汽 元 9 Yr ) 十 8FCz ,yn 2)] 


Jyn+Hl 一 Jr-1 十 委 [FCzna ynH ) 二 4f(z; » Yn) 十 f(z ,Yr1)] 


R* (zn,h) = pty ‘(&) Sa 


及 (zyy) ly (5) (€&,) 


@@ 阿 当 姆 斯 四 阶 方法 
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DE 


Vi = Yn + 才 [55fCz, syn) — 59 fT iy ye1) 二 37f re 2 Yn a) — 9f rs » Ya) J 


yh 二 yn 十 孝 [9fCzom synp1) 十 19f Tas Yn) — 5f Cre Ye) + fxn 2 ,ys 2)] 


R* Cx,h) = er y (&) (7.78) 
RCz 7) 一 能 大 yG (&) 
@ 五 点 米尔 纳 i 公式 


Yr 一 Ys 十 帮 [33fCz, yn) — 42f Te yy 十 78FCz ys) 一 

42f(zn syr-s) 十 33FCz 4, ys)] 
oo = ys TE[14f Cro ya) + 64f Cm yn) 24 (poy) 十 

64 ss RY (7. 79) 
R* (x, a ny De) 


6 (7) 
R(xz, sh) = Gah y (&) 


例 7.7 用 阿 当 姆 斯 四 阶 预 测 - 校 正法 解 初 值 问题 
y =z—y+1, y(0)=1 
解 取 h==0.1, 开始 几 点 值 用 龙 格 - 库 塔 法 计算 ( 见 表 7. 3) 得 
2Zo 一 0. 0， 加 一 1， fo=0 
ZI1 一 0. 1， 1 二 1. 004 837 5， fi1=0. 095 162 5 
Z2 一 0. 2， y% 一 1.018 730 90， fz:=0. 181 269 1 


za 一 0.3， 3 一 1.040 818 42, 户 一 0.259 181 58 
以 下 每 步 按 预 测 、. 计 算 、 校 正 计算 。 


预测 yin 二 十 加 (55f, 一 59f1 十 37fs 一 9f; 4) 
计算 Esti=f(zxaris Yi41) 
校正 Yntl ==y 十 孝 (9Esn1 二 19f, 一 5f 十 天 


zi 一 0.4， i 一 十 匣 (55f3 一 59f4 十 37f1 一 9f,) 二 1.070 323 097 
E,=0. 4—1. 070 323 097 十 1 一 0. 329 676 903 
和 一 % 十 贡 C9 甩 十 19 户 一 5 户 十 万) 一 1. 070 319 916 
继续 推算 可 得 
zs—0.5, 四 一 1. 106 530 27 


6 一 0. 6， 一 |. 148 811 03 
7 一 0. 7， y7 三 1. 196 584 53 


为 了 在 预测 -校正 法 中 避免 迄 代 以 减少 计算 工作 量 ,并 且 保 证 数值 解 的 精度 ,可 采用 事后 售 计 


数值 分 析 


Ee 


误差 对 预测 值 或 校正 值 进行 修正 。 为 便于 研制 修正 公式 ,选取 预测 公式 与 校正 公式 具有 相同 阶 的 
局 部 截断 误差 。 以 阿 当 姆 斯 四 阶 预 测 -校正 法 为 例 , 预 测 公式 和 校正 公式 的 局 部 截断 误差 分 别 为 


yznt1) —P,, 1 5y (&) (7. 80) 


yCzrHl) 一 CH 一 一 15y 全 (&) (7., 81) 


式 中 ,P。+1 为 预测 值 ,C+1 为 校正 值 。 假 定 y ee (&) ,经 过 简单 的 运算 ,可 得 事后 误差 
估计 


VCZnaHl) 一 了 Is 一 (Pn — Cnt1) (7. 82) 


过 Pr1) (7. 83) 


270 
这 样 ,如 果 在 预测 值 ,+ 上 加 上 局 部 截断 误差 的 估计 值 从 CG, 一 P,)( 因 尚 无 Ci+1，C+ 一 


P+ 用 GE 代替 ) ,在 校正 值 Cn+i 上 加 上 一 Cn 一 Pi ) 9 结果 的 精度 将 得 到 改善 。 于 
是 得 到 We 


预测 BP ?十 1 一 yn 十 六 4455 妃 一 59f, 一 1 十 37 ff 一 9 一 :) 

修正 ?zz 二 1 一 =Pri + et ) 

计算 Enti=f (xnt1 mat1) 

校正 Crt Be 十 f_2) 

修正 ynHl 一 Ca+1 一 起 i P+1) (7. 84) 
计算 fat1= fxrtis Ynt1) 


( 式 中 开始 时 的 C, 一 P, 可 令 其 为 0。) 

上 述 方法 不 仅 改 善 了 计算 结果 ,而 且 C, 一 P 还 可 用 来 估计 每 一 步 的 局 部 截断 误差 和 调 
整 步 长 。 在 舍 人 误差 较 小 的 情况 下 ,如 果 |C, 一 P| 很 小 , 则 可 适当 放大 步 长 ,反之 亦 可 缩小 步 
长 。 如 果 |C, 一 P; | 出 现 突 然 变 化 ,说 明 计 算 中 有 了 问题 ,可 以 帮助 我 们 去 检查 计算 中 的 问题 。 
在 改变 步 长 时 ,应 从 该 点 起 按 新 步 长 重建 表 头 ,再 继续 计算 。 

这 类 公式 还 有 以 下 几 种 。 

@ 米尔 纳 (Milne) 预测 - 修正 -校正 -修正 公 N 式 


预测 Pu 一 和 rs 十 号 G8 扩 一 4f +8f.:) 
修正 mh 一 Po 十 绍 的 (C， 一 卫 .) 


计算 En=f (Zntl ma 
校正 ”CH 一 yri 十 志 和 (En 十 4 十 fi) 


(7. 85) 


修正 ynn = Cn 一 疝 (Gnh — Pan) 
计算 fn = fxn ynni) 
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CD 哈 明 预测 -修正 -校正 -修正 公式 
预测 Ps 一 ys 十 各 (2f, 一 fo 十 2f2) 
修正 mn = Pn +3(C, = 
计算 En = f(z eenh 
校正 Cn 一 证 n 一 吝 3rs 十 加 (En 十 2f, 一 fo1) 


(7. 86) 


修正 yn = Cn 一 让 (Cn — Pn) 
计算 frn = f(z ， Yrt1) 
5.4 线性 多 步 法 的 步 长 改变 方法 


在 线性 步 法 中 , 如 需要 改变 步 长 时 ,应 注意 到 在 新 的 步 长 下 的 & 个 起 始 值 是 否 已 经 准备 
好 , 即 要 重新 做 新 步 长 下 的 表 头 值 。 本 章 前 面 介绍 的 几 种 起 始 值 的 算法 均 可 用 作 中 途 变更 步 
长 之 用 。 即 以 当前 的 数值 为 初 值 , 取 新 的 步 长 计算 出 一 1 个 新 的 起 始 值 后 继续 按 线性 步 法 
递 推 以 下 的 数值 解 。 下 面 再 介绍 两 种 变 步 长 方法 供 选用 。 

5.4.1 插值 法 

以 线性 四 步 法 为 例 , 设 原 步 长 为 h, 车 要 求 用 2h 为 步 长 ,由 zis 点 出 发 计算 新 w+ 时 , 则 
需要 使 用 zwts ,znti ,zo-1,Ta-s 点 上 的 有 关 数 据 , 因 它 们 已 经 算出 ,可 直接 取 用 。 若 要 求 用 h/2 
为 步 长 计算 新 值 yt4 时 , 则 需要 使 用 Tnt3 9 Tnt2,5 9 Tnt2 ,Tnt15 感 上 的 y 与 f 值 。 其 中 Tnt2.5» 
zztl5 点 上 的 ?与 了 为 未 知 值 , 可 以 取 已 知 的 数值 解 建立 插值 公式 算出 所 需 的 > 值 , 代 人 f(z， 
2) 求 出 相应 的 了 值 。 在 建立 插值 公式 时 ,要 求 插值 公式 的 余 式 与 线性 多 步 法 的 局 部 截断 误差 
有 同样 的 阶 数 。 

5. 4.2 线性 组 合法 

我 们 亦 可 仿照 线性 多 步 法 的 建立 方法 中 基于 台 劳 展开 式 的 待定 系数 法 ,按照 方法 的 阶 数 ， 
用 已 知 数据 的 线性 组 合 来 代替 插值 公式 计算 所 需 的 y 值 或 了 值 。 以 显 式 三 步 阿 当 姆 斯 公式 
为 例 , 设 原 步 长 为 hh, 当 前 点 为 ze+s , 今 欲 以 新 步 长 h/2 计算 新 值 ynt25， 其 所 需 的 Js 可 用 
frtz、fnt1、fr 的 线性 组 合 表示 为 


frrs 二 启 frtz 十字 fen 一 言 fs 十 OCht) (7. 87) 

车 视 当前 点 ztz 为 1 时 , 则 上 式 可 表示 为 
Yt 一 名) 二 县 Y (十 六 yt 一 有 ) 一 二 Y(t 一 24) 十 OR) (7. 88) 
这 样 便 得 到 以 h/2 为 间距 的 三 个 数据 y(t 一 h) 、y (一 Wa y GD ,以 下 即 可 以 h/2 为 步 长 继 


续 推 算数 值 解 。 
另 有 一 种 组 合 方法 如 下 ,首先 利用 线性 组 合 公式 


yG 十 委 ) = 二 孝 [17y (2 —7y (th) 42y 2h)]OR) (7.89) 
计算 出 新 点 (Tnt2.5 9 Ynt2.5 ) ,用 (z,+s ,yn+3) 表 示 ,再 视 当 前 点 Zn+3 为 i, 利用 线性 组 合 公 式 
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2G 十 二 = yb 十 郁 [64y =- 33yCG 一 生 ) +5y Ct—3h)]+OCR) (7.90) 


计算 出 zits 点 上 的 ys44 值 , 代 人 f(x,y) 可 以 计算 出 相应 的 f+3、frt4， 这 时 znt2z 、 Zn+s .zn+4 便 
是 间 有 具 为 h/2 的 三 个 节点 ,以 下 即 可 以 h/2 为 步 长 推算 其 数值 解 。 

上 述 两 种 组 合法 所 得 的 结果 是 不 相同 的 ,方法 是 不 等 价 的 。 它 们 在 整个 稳定 性 的 性 质 上 
也 可 能 是 不 同 的 ,对 于 变 步 长 多 步 法 的 稳定 性 问题 还 有 待 进一步 的 探索 和 研究 。 

以 上 变 步 长 方法 可 组 合 到 预测 -校正 法 中 ,可 使 局 部 截断 误差 在 小 于 给 定 。 值 的 前 提 下 达 
到 计算 量 最 省 的 目的 。 


$6 单 步 法 的 收敛 性 . 相 容 性 与 稳定 性 


显 式 单 步 法 的 一 般 形 式 可 以 统一 表 为 
Vntl 一 yn 二 hp (zn, Yn sh) (n=0,1,2,..,M— 1) (7. 91) 
式 中 ,函数 plz,y,h) 与 函数 了 有关, 称 为 增 量 函数 。 


6.1 单 步 法 的 收敛 性 


我 们 用 差分 方程 近似 微分 方程 来 求 取 其 初 值 问 题 的 数值 解 ,那么 此 数值 解 是 否 收 敛 到 微 
分 方程 的 精确 解 的 问题 就 是 收敛 性 问题 ,具体 定义 如 下 。 

定义 7.4 对 于 满足 定理 7. 1 的 初 值 问题 (7. 1) ,如 果 由 某 个 单 步 方法 式 (7. 91) 产 生 的 近 
似 解 ,对 于 任 一 固定 的 点 zx; 二 zo 十 讯 , 当 hh->0( 同 时 i>co) 时 ,有 

limy: == yzi) (7. 92) 

则 称 该 数值 方法 是 收敛 的 ;否则 称 为 不 收敛 。 

此 定义 对 单 步 隐 式 法 与 多 步 法 同样 适用 。 从 上 述 定义 可 知 , 若 数 值 方 法 式 (7. 91) 收 敛 , 则 
其 局 部 截断 误差 趋 于 0。 根 据 定义 ,数值 方法 的 收敛 性 需 根据 该 方法 的 整体 截断 误差 来 判定 。 

定理 7.3 若 初 值 问题 (7, 1) 使 用 单 步 法 式 (7. 91) 时 的 局 部 截断 误差 为 OCh?*11)(p 之 1)， 
且 glz,y,h) 对 y 满足 李 普 希 兹 条 件 , 即 存 在 £ 二 0, 下 式 


| PT»Y1 »h) 一 p(T, ye ,hh) | 过 | 3y1 一 yz | (7. 93) 
对 一 切 yi ,yz 成 立 , 则 单 步 法 式 (7. 91) 收 人 钙 , 且 单 步 法 的 整体 截断 误差 为 
erH = Oh?) (7. 94) 


证 我 们 把 单 步 法 式 (7. 91) 在 点 z+ 处 的 整体 截断 误差 表 为 
Es = IT) — Yan = yx ) — YC1n) — hg zs yzn) sh) + 
y xe) — Ly + hp Cras 05h) ] + hp Czas yCxs) sh) 
= {yzrn) — Lyx) hp Crs ya) hj} 十 [yCz) 一 十 
h[L pxny yxn) 大) — zn yn sh)] 
则 有 
| en S| Ran | 十 | y Cz) — ys | 十 大 | yr) — yy, | 
| ert | 委 | Ra | 十 es(L 十 大) (7. 95) 
其 中 Ri 二 OCh?11)。 反 复 利 用 式 (7. 95) 得 
| en | 委 | Ra | 十 | R, | 入 十 记 ) 十 | en | (十 掏 》 
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EL 


2 | Ry | (十 书 )* 十 | 0 | 十 好) 玉 
£=0 
记 R= max |R, | 


并 注意 到 so 一 0, 就 有 
|enti I<RS the) 一 起 [1 十 好 ?9 一] 


一 关 {[G1 十 i) 丰 ]otom 一 1) 


< 去 Le ss 1] 


< 起 [em 一 1] 
玉 


一 藉 [ee 一 1] 
= 二 [OCh#t1) | [ett—1]= [OChz) | (7. 96) 
对 上 式 取 极限 得 
lim | en | 一 0 
hr0 


从 而 证 得 ,对 区 间 [a,6]j 中 的 任意 一 点 x41, 当 h->0 时 ,一 致 地 有 
limyt = yx) 

亦 即 数值 解 y+ 一 致 收敛 于 初 值 问题 (7. 1) 的 理论 解 yzsri )。 

从 上 面 的 推 证 过 程 可 知 ,数值 解 的 整体 截断 误差 与 起 始 值 的 误差 有 关 , 还 与 参数 上 值 及 局 
部 截断 误差 OChs+!) 中 的 参数 有 关 , 由 于 这 些 参 数 很 难 估 计 , 而 且 在 推导 中 一 再 放大 误差 上 
限 ,这 样 的 估计 很 保守 , 远 远 大 于 实际 的 误差 ,所 以 估计 式 (7. 96) 难 以 实际 使 用 。 但 是 从 这 个 
佑 计 式 中 可 以 得 到 下 面 有 用 的 结论 :整体 截断 误差 的 阶 数 比 局 部 截断 误差 的 阶 数 低 一 次 。 因 
此 ,局 部 截断 误差 的 阶 数 大 小 可 以 表征 单 步 法 式 (7. 91) 的 精度 高 低 ; 它 同时 也 表明 可 以 从 提高 
局 部 截断 误差 的 阶 数 人 手 去 构造 精度 较 高 的 数值 解法 。 但 若 函 数 y (z) 本 身 具有 连续 导数 的 
阶 数 不 高 , 则 宜 采用 低 阶 方法 。 


6.2 单 步 法 的 相 容 性 

在 单 步 法 式 (7. 91) 中 ,如 果 把 y, 和 yi 分 别 换 成 y(z) 与 wz 十 有 , 则 得 到 关于 y(z) 的 一 
个 近似 方程 

YE Ya) a g(r» yz) sh) (7. 97) 

差分 方程 (7. 91) 的 解 ,ys,…, yw 能 否 作为 初 值 问题 (7. 1) 的 近似 解 ,应 取决 于 当 h>0 时 ， 
近似 方程 (7. 97) 的 极限 状态 能 否 成 为 微分 方程 (7. 1)。 

由 于 

lim YZ+ A — yz) = y (z) 


因此 ,要 使 近似 方程 (7. 97) 的 极限 状态 成 为 微分 方程 ,只 需 
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ee 


lim pT»YICT)h) = fz, yx)) (7. 98) 
成 立 。 总 假定 p(x,yCz),h) 是 连续 函数 ,因而 上 式 可 表示 为 
px,y(X) ,0) = f(x,y(T)) (7. 99) 


定义 7.5 单 步 法式 (7. 91) 称 为 与 微分 方程 (7. 1) 相 容 , 如 果 条 件 式 (7. 99) 成 立 ;并 称 条 
件 (7. 99) 为 相 容 条 件 。 
相 容 性 可 理解 为 , 单 步 法 式 (7. 91) 的 解 确实 是 微分 方程 (7. 1) 的 近似 解 ,而 不 是 其 他 方程 
的 近似 解 。 注 意 到 欧 拉 公 式 中 
pz»,yh) = fx,y) (7. 100) 
以 及 后 退 的 欧 拉 公式 中 
pz»,yh) = frth,y(zth)) (7. 101) 
它们 均 有 g(x，y,0) 三 f(x,y) 成 立 , 即 它们 都 是 相 容 的 方法 。 
对 于 龙 格 - 库 塔 公式 来 说 ,其 一 般 公式 可 以 表示 为 


Yn = Yn 十 Ciki 十 czkz 十"…* 十 Ck， (7. 102) 
2 
式 中 ,ki 二 hf (zs 十 4 丽 ,yn 十 之)48;)。 所 以 有 
j=1 
ho (xz,y,h) 一 Cl 十 czps 十 … 十 CR， (7. 103) 


因 lim 二 hf(zx,y) ,对 式 (7. 103) 两 边 取 极限 (Ch>0) 推 得 


pz3950) = Daif (zs9) = (Dei)f zy) (7. 104) 
1 一 1 i 一 1 


而 在 龙 格 - 库 塔 公式 的 导出 过 程 中 ,系数 ci:(i 二 1,2,…,v) 满 足 的 第 一 个 方程 就 是 
Cl 十 cz 十 … 十 cv 1 
代入 式 (7. 104) 后 得 p(x,y,0) 二 了 f(x,y) ,所 以 推 知 龙 格 - 库 塔 方法 是 相 容 的 方法 。 
车 菜单 步 法 是 p 阶 的 ,yCz) 为 式 (7. 1) 的 解 , 则 有 
y z+h) — yz) = hp(zx, yh) + Oe ) 
2 一 p(z,y, 站 十 QU? (7. 105) 


由 上 式 可 见 , 若 单 步 法 式 (7. 91) 与 式 (7. 1) 相 容 , 则 p 至 少 为 1。 
6.3 单 步 法 的 绝对 稳定 性 


关于 单 步 法 收敛 的 概念 和 收敛 定理 都 是 在 计算 过 程 无 任何 舍 人 误差 的 前 提 下 建立 起 来 
的 。 整 体 截断 误差 er 一 y(Czeri) 一 Ha 中 的 yt+l 是 以 为 起 始 值 ,由 单 步 法 式 (7. 91) 经 过 精 
确 计算 得 到 的 。 但 是 实际 计算 时 通常 都 会 有 伟人 误差 ,特别 是 式 (7. 91) 是 一 个 递 推算 式 , 凡 是 
递 推算 式 都 要 考虑 伟人 误差 的 积累 是 否 会 得 到 扩大 ,也 就 是 要 考虑 数值 稳定 性 问题 。 一 个 单 
步 法 即使 已 满足 相 容 条 件 , 并 且 又 是 收敛 的 ,然而 在 用 它 计算 数值 解 时 ,如 果 舍 入 误差 的 积累 
越 来 越 大 ,那么 这 样 的 数值 方法 也 是 没有 实用 价值 的 。 

定义 7.6 对 于 固定 的 步 长 &, 如 果 用 某 一 种 单 步 法 在 计算 y, 时 有 大 小 为 s* 的 会 人 误 
差 ,假定 此 后 再 没有 新 的 舍 人 误差 产生 , 若 由 ex 而 引起 的 误差 逐步 衰减 , 则 称 此 单 步 法 是 绝对 
稳定 的 。 

设 yy 与》 为 式 (7. 91) 的 准确 值 与 带 有 舍 人 误差 的 值 , 则 按 式 (7. 91) 计 算 时 ,前 步 误差 对 
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本 步 计 算 结 果 所 产生 的 误差 可 计算 如 下 。 记 


Ynt1 = Yn hglzras Yash) (7. 106) 
六 HL 一 为 十 pp(Czs 六 有) (7. 107) 
Ent1™— Ynt1 一 yu » En™— Yn — yn 
则 有 Yrt1— Yntl = Cy 一 为) 十 [PCz ,Yn 天) 一 PCZn ,Yn sh) ] 


= ) th em ens) 


ee op(Cz。 ,Yn | Qen ;hh) et 
[it ER |] yn) 
或 en =[1+h a 2 0 一 0 一 1 (7. 108) 


由 于 9 与 上 /有关 , 当 比较 复杂 时 ,误差 方程 (7. 108) 是 一 个 非 线性 差分 方程 ,其 一 般 解 
自然 不 易 求 取 。 为 了 摆脱 这 种 困难 ,经 常 将 微分 方程 y 二 f(z,y) 作 线性 化 近似 为 更 加 简单 的 
方程 ,以 达到 简化 处 理 的 目的 ,具体 方法 如 下 。 

首先 将 f(z,y) 按 台 劳 公式 展开 为 


y =f = fray) ts) + yy + 
略 去 高 于 二 次 以 上 的 项 得 
es 2f 1 )—3f 
_ yap tf ey) tor Tn) ay | 


=Ay+T yz, yn» 7) (= 
或 y (XZ)—Ay(z) = , ya, 7) (7. 109) 


对 微分 方程 y 二 f(z,y) 来 说 , 式 (7. 109) 是 一 个 有 效 的 近似 。 现 将 单 步 法 式 (7.106) 和 式 
(7. 107) 应 用 于 方程 (7. 109) 的 求解 ,得 到 的 是 两 个 非 齐 次 的 差分 方程 。 在 一 步 求解 的 结果 中 ， 
它们 都 含有 对 应 于 非 齐 次 项 yx,y, ,x) 的 相同 特 解 ,这 个 特 解 在 误差 方程 (7. 108) 中 被 对 消 
掉 而 不 出 现 ,所 以 它 对 以 后 各 步 的 误差 不 产生 影响 。 因 此 在 下 面 的 分 析 中 ,就 将 式 (7. 109) 中 
的 右 端 项 略 去 ,只 就 以 下 简化 的 方程 


y =Ay 人 (7. 110) 


来 讨论 单 步 法 的 数值 稳定 性 问题 。 称 式 (7. 110) 为 模型 方程 或 试验 方程 ,其 中 4 一 般 可 以 取 复 
数值 ,并 设 Re(4)<<0, 以 保证 微分 方程 本 身 是 稳定 的 。 如 果 微分 方程 本 身 不 稳定 , 则 无 论 采 用 
何 种 单 步 法 ,一 般 难 以 期 望 计算 上 的 数值 稳定 性 ;如 果 微 分 方程 本 身 是 稳定 的 , 则 某 些 单 步 法 
是 数值 稳定 的 , 另 一 些 则 是 数值 不 稳定 的 。 采 用 模型 方程 测试 单 步 法 的 数值 稳定 性 的 直观 理 
由 是 ,如 果 单 步 法 对 这 样 简化 了 的 方程 是 数值 不 稳定 的 , 则 对 于 更 为 复杂 的 方程 也 难以 期 望 是 
数值 稳定 的 。 根 据 定义 7. 6, 采 用 模型 方程 测试 单 步 法 绝对 稳定 性 的 做 法 是 ,假定 某 步 的 数值 
解 有 使 人 误差 ,而 以 后 各 步 均 没有 舍 人 误差, 这样 来 研究 合 人 误差 的 向 下 传播 情况 。 如 果 用 某 
一 单 步 法 解 模 型 方程 , 则 可 得 到 以 下 差分 方程 


yat1 =r CAR) y, (7. 111) 
若 设 % 为 单 步 法 的 准确 值 ,y 为 具有 舍 人 误差 e 的 近似 值 , 则 有 以 下 误差 方程 
Ent1—r(Ah)en—r(p)e, (7. 112) 


其 中 一 加。 如 果 要 求 单 步 法 是 绝对 稳定 的 ,就 必须 要 求 下 式 成 立 
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一 一 
EE 


[|rQ2) |<1 | (7. 113) 
定义 7.7 在 复 平面 4 中 ,使 |r() | 过 1 成 立 的 区 域 , 称 为 对 应 的 单 步 法 的 绝对 稳定 区 
域 。 这 个 区 域 与 实 轴 的 交 称 为 绝对 稳定 区 间 。 如 果 某 单 步 法 的 绝对 稳定 区 域 是 有 限 的 , 则 称 
该 方法 是 条 件 稳 定 的 ;否则 称 为 无 条 件 稳定 或 恒 稳 定 的 。 
绝对 稳定 区 域 反映 了 方法 的 稳定 性 对 步 长 h 和 7) 的 限制 。 显 然 , 绝 对 稳定 区 域 越 大 ,这 个 
方法 对 的 大 小 限制 越 小 。 在 无 条 件 稳定 情况 下 ,稳定 性 对 步 长 h 的 选取 就 并 不 构成 限制 。 
对 于 欧 拉 公式 ,应 用 于 模型 方程 (7. 110) 得 


yat1 = Vathf ra ya) = yhAys = (lhA) y= (lp) y,; (7. 114) 

误差 方程 为 
enH1 一 (1 十 po)ev (7. 115》 
所 以 当 li+p|<1 (7. 116) 


时 , 欧 拉 方 法 是 绝对 稳定 的 。 它 的 绝对 稳定 区 域 是 一 个 以 (一 1,0) 为 中 心 的 单位 圆 ,如 图 7. 1 所 
示 。 它 的 绝对 稳定 区 间 是 (一 2,0), 所 以 当 X 为 负 实 数 时 , 取 h< 一 2/4 时 , 欧 拉 方 法 是 绝对 稳 
定 的 。 

对 于 梯形 公式 ,应 用 于 模型 方程 得 


n+1 一 yn 十 二 (Aynt1 十 yy) 


解 得 Ynt1 二 3 一 一 一 y， (7. 117) 
ee 
2 2 
误差 方程 为 
1 十 二 
En 十 1 一 1] en 《7。 118) 
i+ 去 
所 以 当 1 |e (7. 119) 


时 ,梯形 方法 是 绝对 稳定 的 。 式 (7. 118) 当 ReCA)<0 时 恒 稳 定 , 故 知 它 的 绝对 稳定 区 域 是 y 平 面 
的 整个 左 半 平 面 (图 7. 2) , 它 的 稳定 区 域 比 欧 拉 法 大 得 多 , 且 没 有 有 限 的 边界 , 属 无 条 件 稳定 。 


Imp ImA 
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如 果 应 用 龙 格 - 库 塔 法 于 模型 方程 , 则 有 以 下 结果 。 


一 阶 龙 格 - 库 塔 法 
yt 一 为 十 名 (7. 120) 
人 
| 1 十 由 1<1 (绝对 稳定 区 域 ) i 
要 (绝对 稳定 区 间 ) | 
二 阶 龙 格 - 库 塔 法 
Ynt1 = Yn 2 
ki =hflzx, Yn) (7. 122) 
妈 二 hf(zs 十 各 ,ys 十 急 ) 
HS 一 1 (绝对 稳定 区 域 ) 
| 21 (7. 123) 
三 阶 龙 格 - 库 塔 法 
Vnt1 Yn + 二 (a 十 4k; 十 Rs ) 
ki =hf(z, » Ya) 
家 k (7. 124) 
k=hf (zat Yn 地 ) 
ks=hf(z, th, yn — ki 2k,) 
(ha)” ,CRA)’ ; 
J 21 十 ~31 -| 二 1 《绝对 稳定 区 域 ) (7. 125) 
(—2. 5,0) (绝对 稳定 区 间 ) 
四 阶 龙 格 - 库 塔 法 
二 十 言 ( 要 十 2 十 2ks 十 hh) 
ki =hf(r yn) 
妇 一 hf(zs 十 名 ,ys 二 外) (7. 126) 
已 一 4FCz 十 全 ,om 十 各) 
ks=hf (rsh, ys tks) 
ha)? | (haA)s | (Cha) 
人 十 入 十 多 六 | 天 1 《绝对 稳定 区 域 
(—2. 78,0) (绝对 稳定 区 间 ) 


上 述 四 种 方法 的 绝对 稳定 区 域 见 图 7. 3, 其 中 N 表示 级 数 。 从 图 中 可 见 , 龙 格 - 库 塔 方法 
的 绝对 稳定 区 域 随 着 N 的 增 大 而 扩大 。 可 以 证 明 m 阶 龙 格 - 库 塔 法 应 用 于 模型 方程 时 的 绝对 
稳定 区 域 为 


raat | < (7. 128) 
. mm, 
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而 且 同 阶 的 不 同 格 式 有 相同 的 绝对 稳定 区 域 。 

对 于 非 线 性 微分 方程 y =f(zx,y) ; 取 A=9f/9y, 此 时 A 
将 是 变化 的 ,但 只 要 在 求解 区 间 [La,5] 内 ,并 且 w 一 从 始终 属 
于 所 用 方法 的 绝对 稳定 区 域内 , 则 对 此 微分 方程 而 言 ,该 单 步 
法 是 绝对 稳定 的 。 


§7 差分 方程 简介 
为 讨论 数值 方法 及 与 之 有 关 理 论 的 需要 ,下 面 对 线 性 差 
分 方程 作 简单 的 介绍 。 
具有 常 系数 的 线性 差分 方程 的 一 般 形 式 为 
工 (y(71)) 一 aoy 十 ayiHI 十 … 十 anayitn 一 cc (7.129) 
图 7.3 不 失 一 般 性 ,可 令 j 二 0,1,2,…, 其 中 aoa 天 0, 称 式 (7. 129) 为 
n 阶 非 齐 次 差分 方程 。 而 
L(y())=0 (7. 130) 
称 为 齐 次 差分 方程 ,下 面 首先 给 出 齐 次 差分 方程 解 的 结构 。 为 此 作 
卫 ,(z) 一 azZ2 十 Co 7 1 十 … 十 ao (7. 131) 
P,(z) 称 为 差分 方程 (7. 129) 或 (7. 130) 的 特征 方程 。 若 z 为 式 (7. 131) 的 某 个 根 , 令 
YY 站 一 ar (7. 132) 


代入 式 (7. 130) 得 
L(y()))=ao (Caz) ta (lat!) 二 .Tan (arit”) 
二 gxi (ao 十 qi1x 十 … 十 anz") 二 0 
证 得 式 (7. 132) 为 齐 次 差分 方程 的 解 。 
当 zi yz ，…zo 为 特征 方程 (7. 131) 的 几 个 相 异 根 时 ,由 差分 方程 的 线性 特性 知 下 式 
(1 一 ol 达 十 ao 码 十 十 an C7s 1133 
也 满足 齐 次 差分 方程 (7. 130) ,而 对 于 给 定 的 几 个 起 始 值 yo ,yi *… ,yn-i , 代 人 式 (7. 133) 后 得 
以 下 线性 方程 组 
Ql 十 Qaz 十 … 十 Qn 二 yo 
Q1X1 人 十 十 gnzn 二 yi gy 
zt 1! 二 Tazxe 1! 二 "Tanre 一 yn- 
由 上 述 线性 方程 组 可 唯一 地 确定 m ,oz ,… ,a 的 数值 ,它们 可 为 实 值 或 复 值 。 
称 {( 让 )i-1 一 {对 ,对 ,…, 又 ) 为 齐 次 差分 方程 的 基本 解 集 ,基本 解 集 是 一 组 线性 无 关 
集 , 这 组 无 关 集 的 任何 线性 组 合 均 为 齐 次 差分 方程 的 解 ;反之 ,差分 方程 的 任何 一 组 解 均 可 表 
为 这 组 基本 解 集 的 线性 组 合 。 这 就 是 当 特 征 方程 有 几 个 相 异 根 时 , 齐 次 差分 方程 解 的 结构 
形式 。 
当 z 为 特征 方程 的 > 重 根 时 ,容易 验证 以 下 各 项 
TT Ts li (7. 135) 
均 是 齐 次 差分 方程 的 解 , 且 它们 是 线性 无 关 的 解 集 。 
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设 zc,zs，…,z 分 别 为 特征 方程 的 ,ns，…,m, 重 根 ,这 里 > 六 一 必 则 可 得 到 齐 次 差 


分 方程 的 一 组 线性 无 关 解 集 
zi ,Ti gj ld 
ee (7. 136) 
Th yf Th Th 

这 组 线性 无 关 解 集 的 任何 线性 组 合 均 能 满足 齐 次 差分 方程 (7. 130); 反 之 , 齐 次 差分 方程 

《7. 130) 的 任何 一 组 解 均 可 表 为 这 组 解 集 的 线性 组 合 。 以 上 结论 可 写成 

定理 7.4 若 zi,z，…znm 为 齐 次 差分 方程 (7. 130) 的 特征 方程 

P, (xz) 一 》， 2 


s=0 


的 根 , 根 的 重 数 分 别 是 zn ,ne ，… ,na( > nn 一 n) , 则 齐 次 差分 方程 的 通 解 可 表 为 


y0)=an dazjni 二 十 mj 1 十 
Qazi Th a2j 7h 十 ** 十 qzw 7 一 友 十 … 十 
am 功 十 anaj 人 十 十 oo jh 


二 Wat (7. 137) 


始 值 yo ,yi … ,yoi ,分 别 把 j= 二 0,1,2,…,n 一 1 代 人 人 式 (7. 137) 可 得 到 关于 系数 a ,a1s ,…， 
Clm SQ21 9Q22 9 9Q2ny 3 "Sml 9 Qm2 9 9 Qrm,, 的 一 个 n 阶 线性 方程 组 ， 由 这 个 方程 组 ,可 唯一 地 确定 
这 组 系数 。 

由 上 可 知 , 齐 次 差分 方程 的 基本 解 集 的 表达 式 并 不 是 唯一 的 。 设 齐 次 差分 方程 (7. 130) 对 
应 于 以 下 各 组 起 始 值 


Jo yy1 .2 .yn 一 1 
0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 0 1 
的 解 为 
y=y® (7) (k=0,1,2,.… ,nO—1) (7. 138) 


则 式 (7. 138) 也 是 齐 次 差分 方程 的 一 组 基本 解 集 , 称 为 6 基本 解 集 。 而 满足 起 始 值 为 yo 二， 
因 二 畴 ;Yn-1 王 -1 的 齐 次 差分 方程 (7. 130) 的 通 解 为 
y=my Ty Diy DG) (7. 139) 
对 于 非 齐 次 差分 方程 (7. 129) 的 解 可 由 齐 次 差分 方程 的 通 解 加 上 非 齐 次 差分 方程 的 一 个 
特 解 得 到 。 当 1 不 是 特征 方程 的 根 时 , 非 齐 次 差分 方程 (7. 129) 有 一 特 解 为 


y())= — (7. 140) 


0 
5 一 0 
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推论 1 齐 次 差分 方程 的 任何 一 组 解 yO) (二 0,1,2,…) 收 敛 于 零 的 充分 必要 条 件 是 ,其 
特征 方程 P.(z) 王 0 的 根 |z; | 过 1(i 二 1,2,…,n)。 

推论 2 ” 齐 次 差分 方程 的 任何 一 组 解 yG) (二 0,1,2,…) 一 臻 有 界 的 充分 必要 条 件 是 ,其 
特征 方程 已,(z) 一 0 满足 根 条 件 , 即 P(x)==0 的 根 |z| 委 1, 且 落 在 单位 圆 边界 上 的 根 只 能 是 
单 根 。 


$8 线性 多 步 法 的 相 容 性 .收敛 性 与 稳定 性 


8. 1 线性 多 步 法 的 相 容 性 


线性 多 步 法 的 相 容 性 概念 与 单 步 法 相同 , 即 线性 多 步 法 的 局 部 截断 误差 是 否 趋 于 零 的 问 
题 。 显 然 它 只 有 当局 部 截断 误差 至 少 为 h 的 一 阶 无 穷 小 量 时 才 有 可 能 。 为 使 局 部 截断 误差 至 
少 具 有 一 阶 量 OCh) ,由 式 (7. 54) 可 知 ,其 充分 必要 条 件 是 


co 二 0 和 ci 二 0 (7. 141) 
即 六 gj 二 0 和 > jai = > (7. 142) 
同时 成 立 。 记 0 
p= > oj 人 ， 0( 旬 一 > BE (7. 143) 
则 式 (7. 142) 等 价 于 
Pp(1)==0 和 pp (1)=o(1) (7, 144) 


定义 7.8 线性 多 步 法 式 (7. 38) 叫 做 与 式 (7. 1) 的 微分 方程 相 容 ,如 果 条 件 式 (7. 144) 成 
立 ;并 称 条 件 式 (7. 144) 为 线性 多 步 法 式 (7. 38) 的 相 容 性 条 件 。 


8.2 线性 多 步 法 的 收敛 性 


线性 多 步 法 的 收敛 性 定义 与 单 步 法 相同 , 它 是 否 收敛 与 特征 多 项 式 po(6) 的 根 有 关 , 为 此 
引 和 人 以 下 定义 。 

定义 7.9 如 果 线 性 多 步 式 (7. 38) 的 特征 多 项 式 o(6) 的 根 都 在 单位 圆 内 并 且 在 单位 圆 上 
只 有 单 根 出 现 , 则 称 线性 多 步 法 式 (7. 38) 满 足 根 条 件 。 

定理 7.5 设 线性 多 步 法 式 (7. 38) 满 足 相 容 性 条 件 和 根 条 件 , 则 当 计 算 起 始 值 的 单 步 法 
收敛 时 ,线性 多 步 法 式 (7. 38) 也 是 收敛 的 ;此 外 , 若 线性 多 步 法 式 (7. 38) 是 p 阶 的 ,并 且 开 始 
所 用 的 单 步 法 是 不 低 于 p 阶 的 , 则 该 线性 多 步 法 的 整体 截断 误差 为 

Est =yTa) — y=OR) (n+l) (7. 145) 
证 明 略 。 
常用 的 线性 多 步 法 都 满足 相 容 条 件 和 根 条 件 。 


8.3 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 


研究 线性 多 步 法 绝对 稳定 性 的 方法 与 单 步 法 相同 ,将 线性 多 步 法 式 (7. 38) 用 于 求解 模型 
方程 y 一 My，, 得 到 计算 公式 


天 
2 Ca — 18)) yr 一 0 (n= 0,1,2,.…,M—&k) (7. 146) 
j=0 
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其 中 Lha。 设 起 始 值 为 Yo» V1 Yel ; 带 有 舍 人 误差 的 近似 值 为 yo 1 人 ,yt_1 ;从 这 两 组 
起 始 值 出 发 ,分 别 按 式 (7. 146) 精 确 计算 可 获得 两 组 数值 解 y,, 与 3,(m 汪 k) , 则 误差 En = Yn — 
Ym 完全 是 由 起 始 值 的 伟人 误差 引起 的 。 于 是 有 


3 (@;— pp;) ynt; =0 (7. 147) 
由 (7. 146) 式 减 去 (7. 147) 式 得 人 

5 (a; —pp; )entj =0 (7. 148) 
(7. 148) 是 一 个 常 系数 齐 次 差分 方程 , 它 的 特征 方程 为 

信 (ww 一 Ap)6 一 0 (7. 149) 
或 i (7. 150) 


代数 方程 (7. 149) 或 (7. 150) 也 称 为 线性 多 步 法 式 (7. 38) 的 特征 方程 。 设 & 是 特征 方程 
(7, 150) 的 ri 重 根 (i 二 1,2,…, s;n 十 m 十 … 十 一 一 &) ,其 中 ,GE 互 异 , 则 差分 方程 
(7. 148) 的 通 解 为 


En 一 2) Ca212 全 1 (mk) (7. 151) 
i=l1 i=1 


由 初始 误差 Em 二 y, 一 《m= 二 0,1,2,…, 一 ]) 可 定 出 k 个 常数 Cu ,并 且 每 个 cz 都 是 eu 9E1 9 9 
es: 的 线性 组 合 。 由 不 等 式 


le | 二 > >” [cz [mT |é |” (7. 152) 
可 知 , 当 特 征 方程 (7. 150) 的 所 有 根 & 满足 |& | 二 1 时 ,就 有 
lime, =0 


定义 7. 10 对 指定 的 “一 入 ,如 果 特 征 方程 (7. 150) 的 所 有 根 & 按 模 小 于 1, 则 称 线性 多 
步 法 (7. 38) 关 于 此 p 是 绝对 稳定 的 。 在 复 平 面 上 所 有 使 线性 多 步 法 为 绝对 稳定 的 ,的 集合 G 
称 为 线性 多 步 法 式 (7. 38) 的 绝对 稳定 区 域 。 

据 上 述 定义 ,线性 多 步 法 式 (7. 38) 的 绝对 稳定 区 域 可 表 为 


G= {pl ig» 2 (Co —18,)8’= 0) (7. 153) 
与 单 步 法 的 情形 类 似 ,如 果 求解 的 是 一 般 非 线性 微分 方 程 初 值 问题 (7. 1) , 则 应 视 4 二 3 f/9y， 
这 时 4 可 能 是 变化 的 ,但 只 要 在 求解 区 间 [a, 妇 内 ;二 MM 始终 属于 绝对 稳定 区 域 G, 则 对 此 微 
分 方程 而 言 , 该 线性 多 步 法 式 (7. 38) 是 绝对 稳定 的 。 
例 7.8 求 显 式 米 尔 纳 (Milne) 法 
or 一 os 十 二 8 六 一 4 十 87 (7. 154) 
的 绝对 稳定 区 域 。 
解 式 (7.154) 的 特征 方程 为 


(7.155) 
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方程 (7. 155) 的 所 有 根 皇 ,所 ,名 ,后 满足 下 式 
|&&&& |=1 
因而 必 存 在 某 个 根 &, 使 |& | 宇 1, 可 见 显 式 米 尔 纳 方法 不 是 一 个 绝对 稳定 的 方法 。 

用 直接 求 出 特征 方程 的 根 去 确定 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 区 域 较为 复杂 ,通常 采用 边界 轨 
迹 法 。 根 据 绝对 稳定 性 的 定义 ,就 有 x 复 平面 的 绝对 稳定 区 域 G 与 特征 方程 (7. 150) 的 根 位 
于 & 复 平面 |$| 过 1 的 单位 圆 域 相对 应 。 如 果 特 征 方程 (7. 150) 的 根 位 于 单位 圆周 |&| 三 1( 即 
二 eB) 上 , 则 满足 方程 


ples)—pales)=0 (O027) (7. 156) 
的 入 就 位 于 绝对 稳定 区 域 G 的 边界 上 。 因 此 , 当 cle?) 尖 0(0<0<27) 时 ,边界 曲线 由 
pz(O) 一 0 (0<0<2n) (7. 157) 


即 参数 方程 
Xx(0)=Reu(0) 
y(0) =Imu(0) DD 
给 出 。 当 9 从 0 变化 到 2x 时,u(0) 在 复 平面 上 就 描 出 边界 曲线 ,该 曲线 把 y 平 面 分 为 两 个 区 
域 ,如 果 在 其 中 一 个 区 域 的 内 部 存在 一 点 ju ,使 方程 pC(8) 一 mc(6) 一 0 有 按 模 大 于 1 的 根 , 则 
该 区 域 就 不 是 绝对 稳定 区 域 ;而 另 一 个 区 域 是 绝对 稳定 区 域 ,这 就 是 边界 轨迹 法 。 
例 7.9 用 边界 轨迹 法 确定 & 一 2 的 显 式 阿 当 姆 斯 公式 
ya 一 yH 十 全 (3 一 万 ) (7. 158) 
的 绝对 稳定 区 域 。 
解 式 (7.158) 的 特征 方程 为 
0 (7. 159) 
以 上 ee 一 cos 0 十 isin 6 代 人 上 式 解 得 
_ 2(eB—e?) 
PO™ ep—1 


_ cos 20 十 4cos 0—3 
其 中 x(0)= 5 一 3cos 0 
_4sin 0 一 sin 20 
7(0) = 5 一 3cos 0 
由 此 取 0; (一 0,1 2，… 人 和) ,算出 (z(0)) ，y(0;)) (i=0,1,2, ae ;NN) 并 绘图 ， 即 可 得 到 图 7.4 中 


4 一 2 的 绝对 稳定 区 域 的 边界 曲线 。 在 曲线 内 取 一 点 (一 名 ,0) , 即 一 一 所 ,代入 式 (7.159) 得 


=x(0) Tiy(0) 


i 2 
SET a3é 1)=& 3 0 


显然 有 |&|= 二 v1/3 过 1, 故 该 曲线 围 成 的 区 域 就 是 式 (7. 158) 的 绝对 稳定 区 域 。 图 7.4 中 =3， 
4 的 显 式 阿 当 姆 斯 公式 的 绝对 稳定 区 域 也 是 用 这 种 方法 求 出 的 。 相 应 的 绝对 稳定 区 间 
列 于 表 7. 7。 
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表 7.7 


ET 
1 


MS 


由 上 可 见 , 对 于 相同 阶 的 阿 当 姆 斯 公 
式 , 隐 式 公式 的 绝对 稳定 区 域 比 显 式 公式 
大 得 多 , 且 随 着 方法 的 阶 数 增高 ,其 绝对 稳 
定 区 域 就 变 小 。 

利用 边界 轨迹 法 还 可 求 出 哈 明 方 法 
(7. 86) 的 绝对 稳定 区 间 为 (一 8/3,0), 
从 1 到 6 的 吉尔 方法 的 绝对 稳定 区 域 在 
图 7.6、 图 7.7 绘 出 ,图 中 区 域 的 边界 都 是 
封闭 曲线 ,绝对 稳定 区 域 是 在 相应 闭 曲 线 
所 围 区域 之 外 部 。 

定义 7.11 一 个 求解 初 值 问题 (7. 1) 的 
数值 解法 称 为 是 A(o)- 稳 定 的 ,如 果 它 的 绝 
图 7.6 对 稳定 区 域 包 含 了 无 限 棉 形 区 域 ( 图 7. 8) 


1246， 数值 分 析 


机 .一 (py|x—a<argu<rta) (7. 160) 
0<o< 了 7 


图 7.7 图 7.8 


由 图 7. 6 和 图 7.7 可 见 ,& 一 1 到 6 的 吉尔 方法 都 是 A(o)- 稳 定 的 ,其 中 每 个 x 的 最 大 值 如 
表 7. 9。 


表 7.9 
| 


对 于 式 (7. 1) 中 的 微分 方程 ,只 要 4 二 9f/9y 位 于 / 复 平面 的 区 域 W。 内 ,那么 单 从 数值 稳 
定性 考虑 ,使 用 Ala)- 稳 定 的 数值 方法 求解 时 , 步 长 可 不 受 限 制 ,因为 无 论 h>>0 为 何 值 ,总 有 
| /一 人 EW, 
定义 7.12 一 个 求解 初 值 问 题 (7. 1) 的 数值 解法 称 为 是 A -稳定 的 ,如 果 它 的 绝对 稳定 区 
域 包含 了 jy 复 平面 的 整个 左 半 平 面 。 


4(3 )- 稳 定 就 是 A -稳定 的 ,例如 梯形 法 和 二 步 吉 尔 方法 都 是 A -稳定 的 方法 。A(a)- 稳 


定 的 方法 ,其 绝对 稳定 区 域 较 A -稳定 的 方法 的 绝对 稳定 区 域 小 ,因此 若 一 个 方法 A -稳定 , 则 
必然 是 A(a)- 稳 定 。 显 然 A -稳定 的 数值 方法 同样 对 步 长 h 没有 限制 。 

已 经 证 明 : 显 式 线性 多 步 法 和 显 式 龙 格 - 库 塔 法 都 不 可 能 是 A -稳定 的 ;A -稳定 的 隐 式 线 
性 多 步 法 的 阶 不 超过 2; 在 二 阶 隐 式 线性 多 步 法 中 ,误差 常数 最 小 的 公式 是 梯形 公式 。 

收敛 性 和 稳定 性 是 两 个 重要 的 概念 ,在 数值 分 析 的 不 同 分 枝 ,它们 的 含义 可 以 不 同 。 我 们 
这 里 介绍 的 收敛 性 是 反映 数值 方法 本 身 的 局 部 截断 误差 对 计算 结果 的 影响 ;稳定 性 是 反映 某 
一 计算 步骤 中 出 现 的 会 人 误差 对 计算 结果 的 影响 。 只 有 既 收 全 又 稳定 的 数值 方法 才能 在 实际 
计算 中 使 用 。 


$9 方法 . 阶 和 步 长 的 选择 
一 个 好 的 数值 方法 应 该 是 用 最 少 的 工作 量 获得 满足 精度 要 求 的 计算 结果 。 因 此 , 除 计算 
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公式 的 繁 简 特征 外 ,误差 是 判别 数值 方法 优 劣 的 一 个 重要 标志 ， 这 里 只 考虑 截断 误差 是 不 够 
的 ,还 必须 考虑 舍 人 误差 。 

求解 初 值 问题 (7. 1) 的 任何 一 种 数值 方法 ， 其 计算 量 的 大 小 主要 取决 于 每 步 计算 过 程 中 需 
要 对 不 同 自 变量 计算 函数 f(zx,y) 的 次 数 。 至 于 误差 由 以 下 两 部 分 组 成 :R, 一 y(z,) 一 y, 是 方 
法 的 整体 截断 误差 ;6, 二 y, 一 y, 是 舍 人 误差 。 其 中 yz ) 为 微分 方程 的 精确 解 ,y, 为 数值 方法 
的 精确 解 ,y, 为 数值 方法 的 近似 解 。 总 误差 为 

E—=y(z)— y=—[Ly(z)— y+[y, ~—»,]=R, +e, (7. 161) 
于 是 
|E,|= |R,+e,|<IR, 十 le (7. 162) 
R, 的 大 小 与 收敛 性 有 关 , 鉴 于 整体 截断 误差 比 局 部 截断 误差 低 一 阶 的 关系 ,因此 整体 截断 误 
差 的 大 小 一 般 采用 对 局 部 截断 误差 的 精度 要 求 来 控制 。6， 的 大 小 与 计算 的 步 数 和 数值 稳定 性 
有 关 , 而 数值 稳定 性 又 与 微分 方程 的 特性 和 采用 的 数值 方法 有 关 。 在 方法 的 选用 上 ,应 根据 实 
际 初 值 问 题 的 特点 和 具体 要 求 , 结 合 不 同类 型 数值 方法 的 特性 ( 见 $ 12) 进 行 选择 。 在 方法 择 
定 的 基础 上 ,就 可 确定 方法 的 阶 。 对 于 阶 的 选取 还 缺乏 普遍 有 效 的 技术 ， 如 果 视 数值 方法 是 对 
数值 加 工 的 工具 , 则 一 般 处 理 的 原则 是 : 低 精度 问题 采用 粗 加 工 工具 ,而 高 精度 问题 采用 精 加 
工 工具 ,这 种 做 法 可 使 工作 量 最 省 。 体 现在 数值 计算 中 , 那 就 是 ,对 于 式 (7. 1) 的 解 光滑 性 较 低 
或 精度 要 求 不 高 的 情况 , 宜 采 用 低 阶 方法 ;相反 ,应 采用 高 阶 方法 。 

在 数值 方法 的 阶 已 确定 的 情况 下 ,选择 合适 的 步 长 就 是 十 分 重要 的 工作 ， 原则 上 , 步 长 h 
应 由 两 个 条 件 决定 ,一 是 要 使 求解 过 程 绝对 稳定 ; 二 是 使 方法 的 局 部 截断 误差 按 模 不 超过 给 定 
的 精度 要 求 。 对 于 第 一 个 条 件 ， 只 要 根据 所 给 初 值 问题 和 所 用 的 数值 方 法 的 绝对 稳定 区 域 ,就 
可 确定 出 对 h 的 限制 条 件 。 对 于 第 二 个 条 件 ， 由 于 局 部 截断 误差 估计 的 困难 性 , 常 采用 事后 估 
计 误 差 法 来 自动 选择 满足 精度 要 求 的 步 长 ， 这 个 方法 对 所 有 解 初 值 问题 的 数值 方法 均 适 用 ， 但 
通常 仅 限 于 龙 格 - 库 塔 法 ,因为 对 于 其 他 方法 有 更 好 的 处 理 方法 。 

对 于 隐 式 方法 ,还 必须 考虑 到 迄 代 收 伍 性 对 步 长 的 约束 。 如 果 有 h 较 大 ,每 步 求解 过 程 中 
的 迭代 次 数 就 会 增加 , 则 在 有 限 区 间 内 , 虽 因 有 增 大 使 步 数 减少 ,但 由 此 减少 的 工作 量 远 不 能 
抵消 迭代 过 程 增加 的 工作 量 。 一 般 应 选择 合适 的 步 长 ,使 迭代 次 数 不 超 过 2 一 3 次 为 宜 。 

从 上 面 的 分 析 可 知 , 步 长 的 选择 与 多 种 因素 有 关 ， 从 稳定 性 和 局 部 截断 误差 着 眼 , 步 长 
愈 小 愈 好 。 但 天 太 小 ,在 一 定 范围 内 求解 , 步 数 就 过 多 ,这 将 导致 伟人 误差 的 严重 积累 和 计算 
量 的 增加 ;而 步 长 太 大 ,又 不 能 达到 预期 的 精度 要 求 或 数值 稳定 性 的 要 求 。 原则 上 ,在 满足 稳 
定性 及 对 局 部 截断 误差 要 求 的 前 提 下 ， 步 长 尽 可 能 取 大 些 。 


$ 10 ” 常 微分 方程 组 和 高 阶 微分 方程 的 数值 解法 


一 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 如 下 : 设 有 一 阶 常 微 分 方程 组 
yl 二 为 (TY 9 y2 9 Ym) 
OC (iE tad (7. 163) 


y m= fn (Ty 9 V2 9 "Ym ) 


需要 求 取 式 (7. 163) 满 足 初始 条 件 


Mi(Zo) 一 yi (i=1,2," ,mm) (7. 164) 
的 数值 解 ,这 里 yw 为 已 知 常数 。 这 个 问题 称 为 微分 方程 组 (7. 163) 满 足 初 值 条 件 的 数值 求解 
问题 。 


对 于 高 阶 微分 方程 ,例如 
0 一 rzyyyy yo D) (7. 165) 
可 令 为 二 yy 二 二 六 二 六 ym 二 y” 2? , 则 式 (7.165) 可 化 为 如 下 的 一 阶 微分 方程 组 
yl 一 


1 . (7. 166) 
yn=f ry YY Ym) 
它 是 (7. 163) 的 特殊 情况 。 因 此 我 们 只 须 介 绍 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解法 即 可 。 
在 方程 组 (7. 163) 中 ,mi (Cz) yy (ZT),…,ym《X) 的 个 数 m 称 为 微分 方程 组 (7. 163) 的 维 数 。 
记 为 


1 10 fi 
y=|Y¥|, yl, 了 | (7. 167) 
Ym Ym fn 
则 初 值 问题 式 (7. 163) . 式 (7. 164) 可 表示 成 向 量 形式 
(rey Boa | 


前 面 介绍 过 的 一 维 情形 的 所 有 数值 解法 都 可 适用 于 维 一 阶 联 立 微分 方程 组 的 情况 。 例 如 下 
列 二 维 一 阶 联 立 微分 方程 组 的 初 值 问题 


VY rey) 3(CzZo) 一 Zr (党 169) 
z =p(z,y,2) Zz(X0) = zo 
用 古典 龙 格 - 库 塔 公 式 求解 时 ,公式 为 
yoi = 十 二 (Chin 十 2hon 十 2kss 十) 
1 (n=0,1,2,.*) (7. 170) 
Zntl 一 Zn 十 于 (lin 十 272, 十 223。 十 Ln) 
其 中 
kin =h f(z 9 yn » Zn ) | Ln =hog(z 9 Vn ,Zn ) 
kin Ln kin Lin 
ho 二 hfCzs 十 各 ,ys 十 守 ,zo 十 滨 ) 1 一 hgbz 十 各 ,ys 十 字 ,十 部 ) 
kzn Lzn h kz, Lzn 
hs 一 hf(zs 十 多 ,yr 十 和光 ,zo 十 安 ) 1 一 hpCzs 十 分 ;ys 十 稀 ，2 十 淆 ) 
kan =hf(zx, 十 及 ,Yn 十 ks， 9 Tn 十 13) Lan =hg(z 十 hy 十 sn 9 Tn 十 Ls,) 
(7.171) 


在 二 阶 微分 方程 的 情况 下 ,古典 公式 的 龙 格 - 库 塔 法 可 以 得 到 进一步 的 化 简 。 设 给 定 微分 
方程 初 值 问题 ， 
y 一 F(z,y,y )， y(Czo) 一 yo， y (zo0)=yo’ | (7. 172) 
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令 y 二 z, 则 可 化 为 如 下 一 阶 联 立 微分 方程 组 的 初 值 问题 : 


YY We (7.173) 
z ==f(z,y,z) Z(Zo) 一 20 
此 时 相应 的 龙 格 - 库 塔 (古典 公式 ) 的 求解 公式 为 
yl 一 yn + 于 (kin 二 2kz, 二 2k 十 Ren) 
1 (2 一 0,，1，2,，…) (7. 174) 
Trtl Tn 十 于 (lin 十 2l2, 十 2ls 十 Zn) 
其 中 
ki =—= ha lin =hf(z, 9 Vn » Zn) 
ho 一 hz 十 实 ) b=hf(zs 十 久 ,y 十 铝 ,z 十 学) 
hon 一 hz 十 实 ) Ln =—=hf lx 各, 十 各 2 = 十 学 ) 
Ran =h(z, 二 73) My, yw 
则 式 (7. 174) 可 化 为 ; 
.yn+l 一 yn 十 时 >。 十 二 (bn 十 十 lo | 
] (n=0,1,2,..) (7. 175) 
Y ntl 一 y 。 十 主 (Ln 十 272 十 2l3, 十 zs) 
其 中 
la—=hf(x 9 Yn ;Zn ) 
lz —=hf x 十 乞 » Yn 十 入 z Zn + 学 ) 
(7. 176) 


h h h Lzn 
Lsn =hf(z +t sn tlm 9 Tn 十 交 ) 


Lan =hf(zr 十 hyn 十 hz, 十 入 9 Tn 十 ls,) 


由 一 维 情形 建立 的 有 关 相 容 性 和 收敛 性 的 概念 和 定理 也 适用 于 多 维 情 形 , 此 时 应 把 函数 
的 绝对 值 更 换 为 函数 向 量 的 范 数 。 例 如 , 函数 向 量 (zx,Y,h) 关 于 向 量 Y 的 李 普 希 效 条 件 的 
形式 为 


| Dr,Y ;hh) —@B(zr,Y; ,h) | <L | Yi —Y;» | (7. 177) 
在 微分 方程 组 的 情形 ,定义 绝对 稳定 性 的 模型 方程 为 m 维 的 线性 微分 方程 
Y=AY . (7. 178) 


式 中 ,4 是 对 角 和 矩阵 
在 一 diag(Ai ,MN ,Mm) 
1 一 1,2,…，70) 皆 为 复 常 数 。 
定义 7.13 设 步 长 为 h 的 单 步 法 (7. 91) 用 于 求解 模型 方程 (7.178) 的 初 值 问题 ,并 设 初 
始 向 量 Y。 有 误差 go 一 (elioyezoj » Em0 )" 9 如 果 在 计算 后 面 的 Y, 时 ， 由 go 所 引起 的 误差 s， 一 (gb 
so 和 yem) 满足 


lim &, =0 


则 称 单 步 法 (7. 91) 对 于 所 用 的 步 长 h 和 Gi 一 1,2,…,m) 是 绝对 稳定 的 。 


数值 分 析 


m 维 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 定义 与 一 维 情形 也 完全 相同 。 一 维 情形 的 各 种 数值 解法 的 
绝对 稳定 区 域 也 是 m 维 情形 下 的 绝对 稳定 区 域 。 
例如 ,用 欧 拉 法 求 模 型 方程 (7. 178) 的 初 值 问 题 ,得 计算 公式 
Yt = (THhA)Y, (7. 179) 
其 中 I 是 mXm 单位 矩阵 。 设 参加 运算 的 实际 数值 为 , ,误差 为 6, 一 Y, 一 了 , ,于 是 得 
Yu == (I+hA)Y, 


上 面 两 式 相 减 得 误差 方程 
Est1— (I+hA)s, 

或 giant 一 (1 十 了 Ai)ea (i=1,2,.",m) (7. 180) 
当 |1+AhAi|<1l (i=1,2,°." ,7m) (7. 181) 
时 ,有 

lim en 一 0 
由 此 可 知 ,m 维 欧 拉 法 的 绝对 稳定 区 域 仍 是 

11 十 也 |<1 (7. 182) 


但 是 在 使 用 时 人 要 取 裔 i sA23°°°* Amo 
设 微分 方程 组 (7. 163) 是 一 般 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 组 
Y 一 4Y 十 到 (z) (7. 183) 
式 中 ,A 是 m Xm 常数 和 矩 阵 , 殉 (x) 一 《WCz) ,W(x),…, 包 , (x)) 。 用 欧 拉 法 求解 式 (7. 183) 
的 初 值 问题 ,其 计算 公式 是 
Yt1—=Y, th (AY, Pz))= IHhA Yhy x,) 
令 56 二 Y, 一 Y,, 因 只 考虑 6, 的 传播 , 故 有 
gx+1 = (T+hA)e, (7. 184) 
设 A 有 m 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 存在 非 奇 异 矩 阵 已 ,使 
P LI4P 一 人 一 diag(hi 9A2 9 yAm) 
或 A=PAP-! 
其 中 4.(i 二 1,2,…,m) 是 4 的 特征 值 。 于 是 (7. 184) 式 成 为 
gnt1—= (T+hPAP™)e,=P(I+hA)P ese, 
Pieri=(I+hA)P!e, 
或 Ertl1—= THhA)e, 
其 中 g, 一 P 1s。 ,并 且 当 limg 一 0 时 也 有 lims, 一 0。 这 时 使 用 式 (7. 182) 考 察 绝对 稳定 性 时 ,不 
等 式 中 的 也 要 取 遍 矩阵 4 的 所 有 特征 值 。 
设 初 值 问题 式 (7.168) 中 的 微分 方程 组 是 一 般 微 分 方程 组 ,并 设 下 关于 YY 的 雅 可 比 
(Jacobi) 和 矩阵 


afi 9fi ... 9f 
gy 9y2 9ym 
aja 9fz 9fz 
aF 3 3 LEE 3 
Er 32 Ym (7. 185) 


dy 9yz 9ym 
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在 区 间 ac 委 z 委 2 内 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 那 么 在 考察 一 个 数值 方法 求解 (7. 168) 的 绝 
对 稳定 性 时 ,该 方法 的 绝对 稳定 区 域 中 的 4 要 取 遍 和 矩阵 9F/9Y 的 所 有 特征 值 。 此 时 各 个 特征 
值 可 能 是 变量 ,选取 时 ,要 使 hx 始终 位 于 所 用 方法 的 绝对 稳定 区 域内 。 

例 7.10 用 欧 拉 法 求解 初 值 问题 


te Pn 
| z= 一 2xy—5z 十 sinx z(0)=zo 
时 ,分 析 绝 对 稳定 性 对 步 长 有 何 限 制 ? 
解 因 

Ci 31 

9y 9 

9f2 _ 9fz_ 

dy 2 ee 5 


和 本 = 二 Sa 
得 | 
由 | 对 一 4|==0 解 得 4 的 特征 值 为 

hz 一 一 3 士 V 二 


当 0<zr<Y2 时 ,1 ,4s 都 是 实数 ,由 欧 拉 法 的 绝对 稳定 区 间 条 件 一 2<h4<<0 求解 的 取 值 范围 
如 下 : 


由 一 2<<hA1 王 h( 一 3 十 V4 一 2x?) 过 0 解 得 
0<~<h= min 
Or 
由 一 2 过 hAs 过 0 解 得 


ni 一 -二 -一生 -0 53 


or 3 十 V4 一 222 
由 上 可 知 , 当 0 芝 z<M2 时 ,对 天 的 限制 为 
2 
0<h<5 
/2< rx<2 时 ,A1,z 二 一 3 土 1 V2z2 一 4。 由 一 2<<hA1,z 一 0 式 求解 有 的 值 域 , 取 其 实 部 得 
。 6 6 
1 50 
如 果 在 整个 求解 区 间 0 委 z 委 2 内 用 不 变 的 步 长 , 则 应 使 满足 
0<h< 二 


$ 11 刚性 方程 组 


在 化 学 、 自 动 控制 .电力 系统 等 领域 中 经 常 出 现 一 类 微分 方程 组 ,通常 称 为 刚性 方程 组 或 
sti 人 方程 组 。 例 如 


数值 分 析 


ER 


yi1=—0. 1y: 一 49. 9y2 
(0 (7. 186) 
ys 一 70y 一 120ys 

及 六 (0) 一 2,y (0) 一 1 ys(C0) 一 2 ,用 和 矩阵 形式 可 表 为 


人 一 0.1 一 49.9 人 
yz:| 王 | 0 一 50 0||y (7. 187) 
扫 0 70 ”一 120| | ys 


一 0.1 “一 49.9 
”其 中 =| 0 一 50 0 
0 70 ”一 120 


由 特征 方程 | 村 一 和 4|==0 求 得 和 1 二 一 120,4s 王 一 50,4s 王 一 0.1, 则 方程 组 (7. 186) 满 足 初 值 条 
件 的 理论 解 为 


yz (XT)=e so (7. 188) 

ys (x)= @—50z | @—120. 
上 述 解 一 开始 有 一 个 短暂 的 变化 较 激烈 的 过 渡 过 程 ,接着 逐渐 进入 平稳 状态 。 由 (7. 188) 式 可 
网, yi (Zz) ;yzCz) ,ya(z) 中 相应 于 入 ,和 的 项 el,e 下 随 z 的 增加 迅速 地 减 小 到 可 以 忽略 的 
程度 。 如 果 从 数值 方法 的 稳定 性 要 求 出 发 , |h4;| (i 二 1,2,3) 都 需要 小 于 一 个 量 ,例如 对 欧 拉 
法 来 说 ,这 个 量 就 是 2。 如 要 求 |120h| 过 2, 因 此 及 的 最 大 值 只 能 为 1/60, 这 样 确定 的 步 长 对 于 
含 及 的 项 来 说 ,很 快 就 没有 实际 价值 了 ,但 是 在 整个 区 间 上 , 受 绝 对 稳定 性 的 限制 ,h 又 必 
须 取 得 这 样 小 ,因而 耗 时 较 多 且 由 于 舍 人 误差 的 大 量 积累 而 使 计算 结果 失真 ,因此 用 Xi 来 限 
制 步 长 是 不 很 自然 的 。 但 是 ,如 果 按 4 来 选取 步 长 ,又 不 能 使 截断 误差 满足 精度 要 求 。 基 于 
上 述 原 因 ,我 们 必须 对 这 类 特殊 方程 组 考虑 特殊 的 解法 。 

定义 7.14 若 m 维 常 系 数 线性 微分 方程 组 
玉 一 4AY 十 更 (z) (7. 189) 

的 矩阵 4 的 特征 值 4;(i 二 1,2,…,m) 满 足 条 件 

@ ReQi)<0 GG=1,2,°,m) 

@ max| Re)， | 六 min| ReA; | 
则 称 式 (7. 189) 为 刚性 方程 组 ,并 称 比值 

max|Reni | 
> min| Rea:; | 
为 刚性 比 。 对 于 一 般 m 维 微分 方程 组 (7. 168), 如 果 它 的 雅 可 比 矩阵 式 (7.185) 的 特征 什 
Gi 一 1,2,…,m) 在 区 间 ac<z<5 上 满足 上 述 定义 中 的 条 件 , 那 么 ,方程 组 (7. 168) 也 称 为 刚性 
方程 组 。 

用 于 刚性 方程 组 的 数值 方法 的 绝对 稳定 性 应 当 对 不 加 限制 ,也 就 是 说 最 好 是 A(a) 一 稳 
定 或 A 一 稳定 的 方法 。 前 面 讲 过 的 后 退 欧 拉 法 ,梯形 法 及 各 种 吉尔 方法 就 是 这 样 一 类 用 于 求 
解 刚性 方程 组 的 常用 方法 。 如 果 使 用 A 一 稳定 的 方法 求解 , 则 对 任意 的 步 长 hn 二 0,p 二 hai;(i 二 
1,2,…,m) 总 位 于 方法 的 绝对 稳定 区 域内 ,此 时 ,只 需 从 局 部 截断 误差 的 控制 考虑 步 长 的 选 


E (zx) 一 e™ lz 十 @ 50x 


r (7. 190) 


第 七 章 ” 常 激 分 方程 数值 解法 


择 。 如 果 使 用 ACa) 一 稳定 的 方法 求解 ,那么 ,只 要 所 有 的 4; 都 位 于 所 用 方法 的 W。 区 域内 , 则 
不 论 h>0 为 何 值 ,就 总 有 w 一 MiE 丽 。。 此 时 ,同样 只 需 从 局 部 截断 误差 的 控制 考虑 步 长 的 
选择 。 

到 目前 为 止 ,A 一 稳定 和 Ala) 一 稳定 的 方法 都 是 隐 式 方法 ,因此 ,对 m 维 的 刚性 方程 组 应 
用 隐 式 线性 步 法 求解 时 ,每 计算 一 步 , 都 要 用 迭代 法 求解 一 个 m 元 非 线性 方程 组 ,通常 采用 
联 立方 程 组 的 牛顿 法 求解 。 

在 实际 应 用 中 ,还 有 一 类 隐 式 非 线性 单 步 法 亦 可 用 于 求解 刚性 方程 组 , 它 就 是 隐 式 龙 格 - 
库 塔 法 。 六 级 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 的 一 般 形 式 是 


N 
ytl 二 Yn 十 2 ek: 
人 (7. 191) 
尼 一 有 pz 十 oj 加 十 2 Di) (i=1,2,.,N) 
i=1 
下 面 是 三 个 常用 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 。 
@ 一 级 二 阶 公式 
yn 十 1 = yk 
7. 192 
= f(zs 二 各 ， 十 各) Mee 
@ 二 级 二 阶 公式 
.yn 十 1 一 %% 十 去 (有 十 k,) 
hh =hfCr, ys) (7. 193) 
hh tn) 
@ 二 级 四 阶 公式 
n+1 一 yn 十 和 二 
忆 一 (天 十 二 一 全 和 十 全 二 二 合 )) (7. 194) 


=hf (zs 二 (二 二) 十 (于 二 全) 十 于) 


隐 式 龙 格 - 库 塔 法 是 A -稳定 的 ,并 且 可 以 构造 出 N 级 2N 阶 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 。 用 N 级 隐 
式 龙 格 - 库 塔 方法 求解 一 个 m 维 微分 方程 组 初 值 问题 ,每 计算 一 步 都 要 求解 一 个 含 mN 个 未 
知 量 k;《r 二 1,2,…,m;i 二 1,2,…,) 的 非 线性 方程 组 ,因此 高 级 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 在 实 
际 计算 中 不 常用 。 


$ 12 对 各 种 方法 的 比较 


考虑 的 解法 类 型 有 :GD 台 劳 级 数 法 ;@ 龙 格 - 库 塔 法 ;@@ 显 式 线性 多 步 法 ;@ 预 测 -校正 法 。 
下 面 就 中 、@、.@、@@ 四 种 类 型 解法 ,在 各 方面 进行 比较 。 


(1) 使 用 的 简易 性 

主要 考虑 对 计算 机 编程 是 否 简单 。 

@ 除 低 阶 方法 外 ,难以 确定 适当 的 公式 。 不 需要 特别 的 起 始 值 计算 程序 (起 始 程序 )。 
@ 非常 简单 。 不 要 特别 的 起 始 程序 。 

@ 很 直接 ,但 要 求 特别 的 起 始 程序 。 

@ 除非 每 步 仅 有 一 次 校正 ,实现 时 迭代 增加 了 复杂 性 。 它 要 求 特别 的 起 始 程序 。 

(2) 计算 量 

常用 每 步 中 需要 计算 f 的 次 数 来 度量 。 如 果 f 是 很 复杂 的 ,多 数 时 间 将 花费 在 计算 上。 
@ 每 步 要 对 f 及 其 导数 作 若 干 次 计算 ,例如 三 阶 方法 需要 六 次 计算 。 

@ 计算 f 次 数 较 多 ,在 四 阶 以 内 ,计算 的 次 数 等 于 方法 的 阶 数 。 

@ 计算 f 一 次 ,与 阶 无 关 。 

@@ 计算 f 二 次 或 三 次 ,与 阶 无 关 。 

(3) 局 部 截断 误差 

局 部 截断 误差 给 出 一 类 问题 的 方法 精度 的 度量 ,但 对 一 个 特定 的 问题 不 能 提供 方法 精度 


的 正确 比较 。 今 考虑 给 定 阶 时 局 部 截断 误差 的 大 小 。 


za 不 很 好 。 

@ 可 以 很 好 。 

@ 不 如 @， 

曙 好。 

(4) 局 部 截断 误差 估计 

Q 困难 。 

@ 困难 ,但 有 某 些 方法 给 出 局 部 截断 误差 的 某 些 提示 。 
@ 困难 。 

@ 相当 容易 。 

(5) 数值 方法 的 绝对 稳定 性 

不 同类 型 以 及 同一 类 型 不 同 阶 的 数值 方法 具有 不 同 的 绝对 稳定 区 域 ,绝对 稳定 区 域 大 者 ， 


其 数值 稳定 性 就 越 好 。 


(6) 步 长 调整 

中 因 是 单 步 法 ,改变 步 长 很 容易 。 

@ 因 是 单 步 法 ,改变 步 长 很 容易 。 

@ 很 困难 ,需要 特殊 的 公式 。 

@ 很 困难 ,需要 特殊 的 公式 。 

(7) 方法 的 选择 

人 不 推荐 ,除非 间 题 有 某 些 特点 ,例如 ,了 及 其 导数 由 其 他 信息 已 经 知道 了 。 
@ 可 用 于 低 精 度 的 快速 计算 , 亦 可 用 于 得 到 四 和 人 @@ 的 起 始 值 。 

@ 当 了 很 难 计算 时 ,可 推荐 这 个 方法 。 

@ 对 多 数 可 以 估计 局 部 截断 误差 的 问题 ,推荐 这 个 方法 。 
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习题 七 


7.1 用 欧 拉 方法 计算 下 列 初 值 问题 的 数值 解 
| 多 一 1 十 zsinzy 


y(0)=0, h=0.1 (0O<z 委 2) 


7.2 用 梯形 法 解 7. 1 。 

7.3 用 古典 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 下 列 初 值 问题 
Yty 
Ls 二 1] 


以 步 长 4 一 0. 1 计算 y(0.1) 和 y(0. 2) 。 
7.4 使 用 显 式 四 阶 阿 当 姆 斯 公式 和 隐 式 四 阶 阿 当 姆 斯 公式 ,分 别 求 下 列 初 值 问题 的 数 
值 解 。 


| 十 zzer， 1<zx<1.4 


y(1)=0, h=0. 05 
7.5 用 预测 -校正 法 解 初 值 问 题 
y=—5y, ”0<z<1 
ee ， 有 = 二 0.1 

预测 公式 用 显 式 四 阶 阿 当 姆 斯 公式 计算 ;校正 公式 采用 隐 式 四 阶 阿 当 姆 斯 公式 计算 ; 表 头 值 用 
四 阶 龙 格 - 库 塔 法 计算 。 

7.6 将 下 列 方程 

yY 一 3y 二 2y=0,y(0)=1,y’(0)=1 

化 为 一 阶 联 立 微分 方程 组 ,并 用 古典 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 (求解 区 间 [0,1], 取 /一 0. 2) 。 

7.7 用 待定 系数 法 确定 如 下 求解 公式 的 系数 ,使 其 阶 数 尽 可 能 最 高 ,并 写 出 局 部 截断 误 
差 表达 式 。 

(1) ynt1 Qo Yn 二 a yn-1 +Bh fur 

(2) ynti=ysth(bo fth fn-1) 

(3) yrt1—=aye1th(bfatitcefs tdf,1) 

7.8 用 二 阶 台 劳 展 开 法 求 初 值 问题 

y =z 二 yy 
| y(1)=1 

的 解 在 zx 二 1.5 时 的 近似 值 ( 取 /一 0. 25, 数 值 至 少 保留 小 数 点 后 5 位 )。 

7.9 求证 以 下 求解 初 值 问题 的 数值 公式 


Yrt1 y+ 久 [3fCz, Yn) — f(x,1 9 Vn—1i )] 
是 几 阶 公式 ? 
7. 10 将 二 阶 微分 方程 初 值 问题 Y=3y 一 2y,y(0) 二 y (0) 二 1 化 为 一 阶 微分 方程 组 初 
值 问题 。 
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设 C[a, 归 是 在 [a, 妇 上 连续 的 全 体 函 数 构成 的 集合 (或 空间 ), 对 于 f(x),g(z)E€CLa,6bj， 
用 g(a 来 “逼近 ”PCz) 时 ,必须 明确 “逼近 ”一 词 在 数学 上 的 确切 含义 , 即 明确 如 何 度量 f(z) 与 
g(z) 之 间 的 “距离 ?。 出 于 不 同 的 理论 与 应 用 的 目的 ,人 们 可 以 使 用 不 同 的 “距离 ”尺度 。 回 顾 
一 下 ,在 了 空间 中 , 曾 对 向 量 外 = (zi ,za，… ,zi) 引 入 以下 三 种 范 数 : 


EE 称 为 1 一 范 数 
| 1 = S33 称 为 2 一 范 数 
| Xl = max|z| 称 为 co 范 数 


利用 它们 ,就 可 用 | XX 一 Y | 度量 空间 中 两 向 量 生 和 Y 间 的 距离 。 
类 似 地 ,对 f(x)ECLa, 四 ,也 可 以 定义 以 下 三 种 范 数 ， 


If 一 | 1f(wldz 称 为 1 一 范 数 


8 去 
17l = (| mcpdz) 称 为 2 一 范 数 
1 fl 一 max f(z)| 称 为 -一 范 数 


利用 它们 ,就 可 用 ef 一 g | 来 度量 两 个 函数 f(x) ,g(xz) 间 的 逼近 程度 。 
本 章 所 采用 的 逼近 函数 为 思 次 代数 多 项 式 Pa(z) ,采用 的 距离 有 以 下 两 种 。 


(人 fC) — PCz) ;= (| Fn 一 PaCzD]dz) 


这 种 度量 方式 也 称 平方 度量 。 在 离散 化 情况 下 , 即 f(x) 与 Pu(z) 为 定义 在 点 集 zo si yi 
上 的 函数 时 ,上 式 右 端 演化 为 ( 即 向 量 的 欧 几 里 得 范 数 ) 


(DEF) 一 PC 了 站 


在 理论 上 或 应 用 上 ,人 们 还 经 常用 到 加 权 平 方 度 量 , 它 给 定 一 个 权 函 数 CCz) 之 0 用 来 反映 
z 点 处 的 差 值 | F(z) 一 P。(z)| 的 重要 程度 ,引信 人 如 下 度量 


1 
| rz 一 Po 一 (| ew 一 PCmD 了 了 dz) 


称 为 加 权 平 方 度量 。 

(2) | f(x)—P,(z)| ~ = hax | fCz) 一 PCz)| 
采用 这 种 度量 来 刻画 两 函数 间 的 逼近 程度 是 很 自然 的 ,因为 它 关注 的 是 两 个 函数 在 整个 区 间 
[a,5] 上 的 最 大 误差 的 大 小 ,这 种 甬 近 称 为 一 臻 台 近 。 

采用 不 同 的 范 数 来 建立 允 近 准则 ,用 于 衡量 和 控制 逼近 误差 ,可 获得 不 同 的 允 近 函数 。 本 
章 叙 述 以 下 两 种 逼近 方法 :最 佳 平方 逼近 (或 最 小 平方 逼近 或 最 小 二 乘法 ) 和 最 佳 一 臻 逼近 (或 
一 致 逼近 ) 。 所 采用 的 逼近 函数 以 和 次 多 项 式 为 主 。 
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§1 离散 情况 下 的 最 小 平方 逼近 


对 于 实验 所 获得 的 一 组 数据 (zi,y;) (i 二 0,1,2,…,n) ,尽管 它们 之 间 存 在 函数 关系 ,但 其 
解析 表达 式 并 不 知道 。 现 在 的 问题 是 要 用 某 种 方法 , 找 出 能 反映 它们 变化 趋向 的 近似 解析 表 
达 式 > 一 g(z) ,这 种 问题 称 为 曲线 拟 合 问题 。 用 插值 方法 所 找 出 的 近似 曲线 , 它 通过 所 有 已 知 
点 (Zi,yi) (i 二 0,1,2,…,n) ,但 是 由 观测 或 实验 所 获得 的 数据 ,不 可 避免 地 含有 误差 ,这 就 使 
插值 所 找 出 的 近似 曲线 保存 所 有 观测 误差 ,导致 所 得 结果 可 能 离开 了 实际 情况 , 称 为 曲线 拟 合 
的 过 度 现象 。 当 很 大 时 ,插值 多 项 式 的 次 数 必然 很 高 ,这 就 大 大 增加 了 计算 量 ;同时 因 舍 人 
误差 的 增 大 ,所 得 结果 往往 不 可 靠 , 因 此 要 求 拟 合 曲线 通过 所 有 点 也 未 必 好 。 而 只 要 求 尽 可 能 
地 通过 节点 的 函数 值 近 旁 ,以 部 分 地 抵消 原始 数据 中 所 包含 的 观测 误差 ,从 而 使 得 结果 能 更 好 
地 反映 客观 实际 ,可 以 说 这 样 做 更 具有 实用 价值 ,最 小 平方 逼近 就 是 其 中 的 一 个 方法 。 


1.1 最 小 平方 逼近 问题 概述 


由 前 知 , 逼 近 问 题 可 以 区 分 为 两 类 ,其 一 是 指 在 有 限 区 间 上 的 函数 逼 近 ; 第 二 是 函数 的 值 
仅 在 有 限 个 点 上 已 经 限定 的 一 类 逼近 ,后 者 通常 称 为 曲线 拟 合 。 一 般 情 况 下 ,采用 的 逼近 函数 
亦 有 两 类 ,一 类 是 采用 已 知 的 基 函 数 2(z) (i 二 0,1,2,…,m) 的 线性 组 合 
g(Z) 一 aoPpo(CZ) 十 aiP GZ) 二 二 anpmn(T) (8. 1) 
来 逼近 y= 二 了 (zx)。 等 式 (8. 1) 右 端的 线性 组 合 称 为 线性 数学 模型 。 若 以 “最 小 平方 逼近 ?为 准 
则 确定 它 , 称 这 种 类 型 的 求解 问题 为 线性 最 小 平方 逼近 问题 。 其 中 基 吗 数 可 能 是 z 的 非 线性 
函数 ,但 仅 用 参数 ao ,al ，,… ,a 作 基 函数 的 线性 组 合 。 例 如 具有 固定 指数 的 指数 函数 的 如 下 
组 合 


g(z) = aoehz 十 @ienz 十 … 十 anehnz ca 2 

为 线性 数学 模型 ; 若 ji 一 0,1,2,…zo) 也 是 待定 参数 , 则 它 就 成 为 非 线性 数学 模型 。 最 常见 
的 线性 数学 模型 如 代数 多 项 式 

P(rz) 一 ao 十 QiZz 十 az22 十 … 十 Co (8. 3) 


和 三 角 多 项 式 
g(Z) 一 ao 十 aicosz 十 isinz 十 azcos27z 十 psin2z 十 … 十 
QamCOSMmZT 十 bn Sinmz (8. 4) 
如 果 函 数 g(x) 的 结构 关于 参数 是 非 线 性 的 ,用 最 小 平方 逼近 法 求解 这 类 问题 称 为 非 线性 最 小 
平方 逼近 问题 。 


1.2 方法 描述 


设 有 下 述 已 知 点 组 
(Zi yi) (1 = 0,1,2,.…,n) 
今 采用 含有 待定 参数 aoya1s42，… yam《m<<n) 的 函数 g(X) 去 拟 合 它 , 为 使 8(ZX) 与 数据 点 精确 
地 吻合 ,这 时 选 定 参 数 问 题 成 为 一 个 “过 确定 ”的 问题 ( 指 方程 个 数 大 于 未 知 数 的 个 数 ) ,因而 通 
常 不 可 能 使 拟 合 函 数 与 数据 点 精确 地 拟 合 , 除 非 取 mx 二 ,这 时 拟 合 函数 满足 插值 条 件 而 成 为 
插值 函数 。 在 确定 参数 wu (j= 二 0,1,2,…,m) 的 许多 不 同 准则 中 ,最 小 平方 逼近 准则 是 最 常用 


的 ,方法 如 下 。 令 


= g(r)— f(z) 
为 误差 函数 ,建立 
= le Ii- >e= Pec) — fe)]’ (8. 5) 
称 EE 为 g《z) 在 n 十 1 个 点 zx;(i==0,1， ee .,n) 上 的 误差 平方 和 。 因 五 是 coya，…an 的 连续 
函数 , 且 E 宇 0, 所 以 一 定 存 在 一 组 数 ao ,al ,… ,a 使 得 互 取 极 小 值 。 和 欲求 已 的 极 小 值 , 它 应 满 
足下 列 极 值 的 必要 条 件 
aE 


Ta (= 0,1,2,.…,m) (8. 6) 


当 g(xz) 为 非 线性 数学 模型 时 , 联 立 方程 组 (8. 6) 是 关于 未 知 数 ao,a1,…,a 的 一 个 非 线性 联 
立方 程 组 ,其 求解 比较 困难 。 当 g(z) 为 线性 数学 模型 时 , 按 (8. 6) 式 得 


{Laom zi) 十 ap(zi) 十 …… 十 anpn(z)] 一 zi))2 


加 22 {Lops) tag(z) 十- “二 anpn(z)]— fr)} Gr) =0 (8.7) 
由 此 导 得 以 下 线性 方程 组 - 
(Dz) gC) ) a 十 (2 nx) pz )a 二 sa 下 (Dl pu) 9 C2) )an 
网 (8. 8) 
= Pr)fz) GG = 0,1,2,.,m) 
i=0 


称 (8. 8) 为 正规 方程 组 或 法 方程 组 。 
1.3 关于 法 方程 组 解 的 唯一 性 及 五 为 极 小 值 的 证 明 


为 了 讨论 法 方程 组 解 的 唯一 性 ,我 们 先 引信 以 下 有 关 的 定义 。 
定义 8.1 一 组 函数 (go(z) ,Pi (z)，…,9u(z) ) 被 称 为 在 某 个 区 间 上 是 线性 无 关 ( 或 线 
性 独立 ) 的 ,是 指 如 果 对 所 有 zE 了 7， 


op, (z) 一 0 (8. 9) 


当 且 仅 当 ao 一 w 一 … 一 om 一 0; 反 之 则 说 这 组 函数 线性 相关 ， 
定义 8.2 设 一 组 函数 (go《z) ,9.(z),… ,r(x) } 中 的 每 个 函数 都 在 区 间 1 上 连续 ,如 果 
对 任意 选取 的 不 全 为 零 的 数 Qo 9d1 3°" Gms 函数 


g(z) 一 Dog, (x) (8. 10) 


在 TI 上 具有 的 零点 个 数 不 多 于 m 个 , 则 说 该 函数 组 是 切 比 雪夫 组 (或 者 ， 等 价 地 说 它 满足 Haar 
条 件 )。 

函数 组 {go《z) ,pr(z),…,qm(z) ) 在 1 上 构成 一 个 切 比 雪夫 组 的 条 件 一 定 能 保证 该 函数 
不 含有 线性 相关 的 多 余 元 素 , 因为 如 果 能 把 某 个 pCz) 表 示 成 


外 (z) 二 2aj9j(z) ”( 对 于 所 有 xzED (8. 11) 
j=0 


jr 
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由 此 就 可 以 推 得 式 (8. 10) 中 的 g(x) 就 会 有 多 于 m 个 的 零点 (实际 上 ,可 推 得 有 无 限 多 个 零 
点 )。 由 此 可 知 ,一 个 函数 组 在 1 上 是 切 比 雪夫 组 ,可 以 肯定 , 它 在 TIT 上 一 定 是 线性 独立 的 函数 
组 ;但 是 在 工 上 是 线性 独立 的 函数 组 , 却 未 必 一 定 是 工 上 的 切 比 雪夫 组 。 例 如 , 函数 组 {1,z， 
石 } 在 [一 1, 十 1] 上 是 线性 独立 的 函数 组 ,但 它 不 是 [一 1, 十 1J 上 的 切 比 雪夫 组 。 因 为 函数 
g(7z)= 二 0。1 十 (一 1)。z 十 1。* 在 [一 1, 十 1] 上 具有 零点 一 1,0, 十 1, 其 零点 数 大 于 2。 

如 果 函 数组 {go 《Zz) ,9.(T),…,9m(z)} 在 IT 上 的 某 一 点 集 z;(i 二 0,1,2,…,n) 上 线性 相 
关 , 即 存在 非 零 系数 x; 使 下 式 成 立 


2p(z) =0 (i = 0,1,2,°",n) (8. 12) 
那么 的 任何 信 数 都 可 以 加 到 a; 上 而 保持 原 误差 的 平方 和 不 变 , 即 有 
E= PL ti ms) tt Cont hr) paz) 一 za 了 


一 > {[aogpo Czi) "ann Ti) — fzi) + kLrogo zi) 二 rnpn (xi) ])? 


= Pome) + Sr (8. 13) 


在 这 种 情况 下 ， 按 最 小 平方 逼近 法 不 一 定 能 确定 唯一 的 一 组 参数 ao ,al ，…,a,。 如 果 函 数组 
(gp (Zz) PCz) ,n(x)) 在 IT 上 构成 一 个 切 比 雪夫 组 , 即 在 1T 上 满足 Haar 条 件 , 则 这 个 条 件 
既 确 保 了 上 述 函数 组 在 单个 点 zEI 上 的 线性 独立 性 ;同时 又 排除 了 上 述 函 数组 在 了 的 某 一 点 
集 上 可 能 出 现 的 线性 相关 性 。 可 以 证 明 , 在 满足 Haar 条 件 下 以 下 定理 成 立 。 
定理 8.1 如 果 函 数组 {m (z) ,pm CT),…,prn(z)) 在 包含 点 集 zx;(i 一 0,1,2,…,n) 的 区 间 
I 上 满足 Haar 条 件 , 则 法 方程 组 的 系数 抢 阵 非 奇 异 , 即 最 小 平方 逼近 有 了 唯 一 解 co ,al ，*… ,a 。 
当 法 方程 组 有 了 唯一 解 的 情况 下 , 留 下 的 问题 是 ,该 解 是 否 是 EE 的 极 小 值 点 呢 ? 可 以 指出 ， 
由 法 方程 组 获得 的 解 确实 能 保证 极 小 值 。 为 确信 这 一 点 ,考虑 仅 有 两 个 函数 go(z) 和 pu(zx) 的 
情况 ,这 时 五 是 ao ai 的 函数 ,可 表 为 =E(ao ,al )。 令 法 方程 组 的 解 为 add ,a? , 即 它们 满足 
aE(as ,qt ) 


9a; = T= 


考察 差 
Elas + ar +H) 一 下 (ad ,af ) 


= 过 {[Cas + ) gz) 十 (tf +) pz — Flr))}’ — 


Pres plz) ar plz) — fr) 


i=0 


I Py .CN a. 由 
i=0 i=—0 
28 2) [es po Cz) taf Gz) — fxi)] » Gxi) 
1 一 0 


十 22 


= [6 9) + pr) + 26, ee 
i~=0 0 


aE(as QT ) 
9 ul 


= [6 ge) + dpe) 之 0 (8. 14) 
上 式 中 的 等 号 只 有 当 
DJ [6 x) 二 G9 (Cr) 一 0 〈《8. 15) 


时 才能 达到 。 因 wm (z) 与 m(z) 构 成 一 个 切 比 雪夫 组 ,所 以 它们 在 点 集 去 (一 0,1,2，…2) 上 
线性 无 关 , 除 非 名 一 2 一 0, 式 (8. 15) 总 是 严格 正 的 ,这 就 证 明了 当 ao 一 ad 和 aa 一 ,Elao， 
ai) 确 实 取 到 了 极 小 值 Elat ,at )。 对 于 一 般 的 mx 过 n, 可 以 类 似 地 证 明 出 

E(aitO6, orf 二 Oya) 一 下 (ad ,ar 0) 之 0 (8. 16) 
并 当 aj==af G==0,1,2,… ,M0) 时 ,Elao ,Qa1，… am) 取 到 极 小 值 ECas ,ar ，…,ax )。 

当 匈 (z 一 忆 G 一 0,1,2,，…,zo) 时 ,最 小 平方 逼近 函数 为 下 述 最 小 平方 逼近 多 项 式 
P, (x) = ao Taz 二 ar 二 an” 

其 相应 的 法 方程 组 为 


(n+ Daot Cr)at 2 rat "t+ (Dx?)an = 2) f(x) 
i=0 i=0 i=0 i=0 


(Dr)at Dzat CD ratt t(D) zr)an = Drif zi) 
i—0 zi 一 0 i=0 i=0 = 


(8. 17) 
(Dz aot CO rt a (Da)at t(D zx)an = Dr?f zi) 
i=0 = i=0 i=0 i=0 
上 式 亦 可 用 矩阵 形式 表 为 
MMA = MY (8. 18) 
其 中 
1 Xe i ao fx) yo 
人 
M= 1 x 2 x > Ql 人 f(z1) 1 (8. 19) 


1 xz, Zl CQm fxn) Yn 
在 满足 Haar 条 件 下 , 式 (8. 18) 是 一 个 对 称 正定 的 线性 方程 组 ,可 采用 平方 根 法 求解 之 。 
当 mm 一 0 时 , 即 为 零 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 Po (z) 王 ao ,其 法 方程 式 为 


(nl1)ao = Dy: 
i=0 


解 得 


es (8. 20) 


由 上 式 可 见 , 零 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 就 是 我 们 常用 的 平均 值 。 
当 m= 二 1 时 , 即 为 一 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 Pi (z) 一 ao 十 ciz, 其 法 方程 组 为 
(n+ Dat (Dr)a 一 Dy 
| 十 (> 好 )ai := Dziy; 


Co 一 
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其 中 忆 一 忆 , 解 得 


人 Te) 
DD zx) — (Dx) 


ee (n+ DC ry) — (Dr) (Dy) 
DOD) — Dz) 
当 m 二 n 时 , 即 为 nn 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 P, (xz), 式 中 的 系数 a; C= 二 0,1,2,…,n) 可 由 
了 (zi) 一 和 (i = 0,1,2,°.,n) (8. 22) 

单 值 确定 ,这 时 五 天 0。 可 见 搬 值 多 项 式 是 最 小 平方 逼近 多 项 式 在 m= 二 7 时 的 特殊 情况 。 

例 8.1 有 函数 y=F(z), 具 有 函数 值 如 表 8. 1 所 示 ,试用 一 个 二 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 
拟 合 它 。 

解 ” 设 二 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 为 

P;(z) = ao -az ax? 

表 8. 1 中 除 zi,y; 值 外 ,还 列 人 了 法 方程 组 中 的 有 关 数 值 。 据 表 8. 1 的 数据 可 建立 法 方程 组 
如 下 


Qo 


(8. 21) 


4. 5ao 十 2. 85a1 十 2.025as 一 14.089 7 
2. 85ao 十 2.025al 十 1.533 3a2 一 8. 828 8 
解 得 ao 一 3. 195 1， ai 一 0. 442 55， wz 一 一 0.765 31。 所 以 
P:(z) 一 3.195 1 十 0.442 55z 一 0.765 31z? 


全 十 4.5al 十 2.85az 一 31.761 6 


0. 520 255 
0. 807 050 
1.145 052 


1.532 034 


有 时 在 解 题 时 为 了 简化 计算 ,可 把 已 知 数 据 用 平移 方法 处 理 后 再 行 计算 ,如 下 例 。 
例 8.2 数据 表 如 表 8. 2 所 示 , 试 用 二 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 拟 合 它 。 


>》 对 一 2(12 十 22 十 32) 一 28 
>) 卉 一 2(14 十 24 十 34) = 196 


EF =4 
了 Ti yi | 5 
2 zy: = 31 


法 方程 组 为 


28a1 一 5 
28ao 十 196as 二 31 


解 得 am 一 一 六 ， 4 一 a 一 吝 。 所 以 


| 十 28az 二 4 


i Si Di 
y= 了 二 367 + 2387 
SD 5 ov2 
或 y 一 14 一 7 十 28(z 3) 十 58(z 3) 


最 小 平方 逼近 有 许多 重要 的 应 用 ,其 中 最 简单 的 一 个 是 关于 过 定 方程 组 的 求解 。 更 多 的 
是 用 在 曲线 拟 合 和 函数 有 逼近 方面 。 


1.4 过 定 方程 组 的 最 小 平方 逼近 解法 


对 于 下 列 线性 方程 组 
aaZl 十 Qi2TZa 十 … 十 aa 二 b; (i = 1,2,°",m) (8. 23) 
可 用 矩阵 形式 表示 为 
AX=B (8. 24) 
du Qi Qln ZX1 bi 
其 中 二 一 a G22 "dzn X= X2 B= b (8. 25) 


Qm Aam drm 2 bn 
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当 m>n 时 , 称 上 述 线性 方程 组 为 过 定 方程 组 或 超 定 方程 组 。 当 秩 ~(4)<r(4 ; B) 时 ,方程 组 
不 相 容 ,这 时 ,又 称 为 矛盾 方程 组 , 它 无 准确 解 ,只 能 求 近似 解 ,经 常 采用 最 小 平方 逼近 方法 来 
求 它 的 近似 解 。 令 


6 一 Qazi 十 azz 十 入 十 aaa —b: 


则 互 取得 极 值 的 必要 条 件 为 


由 此 获得 以 下 法 方程 组 
AAX = AB (8. 26) 
当 有 和 的 秩 为 n 时 ,方程 组 (8. 26) 有 唯一 解 ; 当 4 的 秩 <z 时 , 则 有 无 穷 多 个 解 ,它们 均 可 作为 过 
定 方程 组 (8. 23) 的 近似 解 。 如 超 定 方程 组 的 秩 >(4) 一 (4…B) ,这 时 由 法 方程 组 (8. 26) 求 得 
的 解 就 是 相 容 的 方程 组 的 解 。 如 超 定 方程 组 不 相 容 , 则 求 得 的 解 是 超 定 方程 组 的 近似 解 。 实 
际 问题 中 ,一 般 mn 都 很 大 , 且 4 中 的 ar 都 有 误差 , 按 +(4) 二 r(A…B) 进 行 判 别 后 求解 未 必 
切合 实用 。 这 时 ,采用 法 方程 组 (8. 26) 的 求解 方法 既 易 于 实现 ,又 便于 使 用 。 
例 8. 3 用 最 小 平方 逼近 法 求解 下 列 超 定 方 程 组 
Xi 十 Zz 十 Xs 二 10 
Z1 十 3zz 十 9zs 一 5 
Xi 十 4z2 十 16zxs 一 4 
2Z1 十 5xzs 十 25x3 一 2 
Zi 十 6zs 十 36zs 一 1 
Z1 十 7zs 十 49zs 二 1 
Zi 十 8zs 十 64za 一 2 
解 : 记 


> 

| 
一 
co ~ 中 an 旬 睫 

[Sd 

Ul oO 

只 

| 

= 

8 8 

| 

by 
[| 


~ 


按 式 (8. 26) 写 出 法 方程 组 AA4XX=4B 得 


7 34 200] rzi 25 
34 200 1288||z|= | 80 
200 1288 8756| |zs 382 


解 得 ZI 一 13. 445 1， zx:=—3.585 0， Zzs=0, 263 9 


1.5 可 化 为 线性 数学 模型 的 最 小 平方 拟 合 


1.5.1 变换 关系 列举 
前 面 讨论 的 主要 是 线性 数学 模型 的 最 小 平方 拟 合 问题 。 有 些 数学 模型 表面 上 不 是 线性 数 
学 模型 ,但 通过 变换 可 以 化 为 线性 数学 模型 。 下 面 考虑 常用 的 拟 合 函数 : 
yy 一 az 十 2 
y= ar’ 
y=:ab™ 


?一 2 十 之 


1 
yar+ib 


(8. 27) 


并 

2 二 上 

y= alnz+b 
对 于 上 述 拟 合 函数 在 表 8. 4 的 第 3 列 中 给 出 了 转化 为 线性 数学 模型 的 有 关 变 换 关 系 , 然 后 即 
可 用 线性 数学 模型 的 最 小 平方 逼近 法 求解 ,再 用 逆 变 换 得 到 原 问题 的 拟 合 函 数 。 


表 8.4 
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1.5.2 拟 合 函 数 的 选择 
在 最 小 平方 拟 合 中 , 如何 选择 数学 模型 是 很 重要 的 。 通 常 要 根据 物理 意义 或 点 组 (ziyy) 
(i 二 0,1,2…,n) 的 分 布 形状 及 特点 去 选择 适当 的 拟 合 函数 ,并 通过 实际 计算 找 出 最 好 的 拟 合 
函数 。 
从 数学 上 着 眼 ,往往 可 以 找到 某 种 判 据 作为 选择 的 依据 。 例 如 ,对 于 一 组 实验 数据 , 若 采 
用 多 项 式 来 拟 合 它 , 该 多 项 式 的 次 数 可 根据 其 某 列 差 商 (或 差分 ) 近 似 为 常数 的 阶 数 取 定 。 
对 于 表 8. 2 中 的 拟 合 函数 > 一 g(z,ayp) ,根据 其 上 四 向 不 变 的 特性 ,可 以 取 定 已 知 三 点 例 
如 :zo<z<zo 若 (zoyy)、 (zy)、(Czyom) 位 于 曲线 gC(z,a,5) 上 , 则 应 有 
一 SCzoyayp)， ys; = gxiab)), 为 一 gzoyayp) 
成 立 , 消 去 .5 后 可 获得 y, 值 的 计算 公式 。 对 zx, 值 ,可 选 定 为 xz, 一 g(xo ,zx,) 的 形式 ,相应 地 
必 对 应 有 y, 一 此 yo ，y,) 的 形式 。 为 便于 计算 ,要 求 = 、.% 具有 比较 简单 的 表达 式 。 最 后 可 取 
ZX; 一 PLTo » Tn) 
y; = yo » Yn) 
作为 (z;,y;) 位 于 曲线 gC(z,a,5) 上 的 必要 条 件 。 今 举 下 例 说 明之 。 
例 8.4 对 下 述 宕 函数 


(8. 28) 


2 一 az 
建立 必要 条 件 (8. 28) 。 

解 假定 Xi>0 ，y;:>0(1 二 0 ;1 ,2 »*** ,1) 9 如 若 不 然 9 可 作 坐 标 平 移 变换 后 达到 上 述 要 求 。 
在 本 例 中 , 取 定 z, 为 zo 与 z, 的 几何 平均 值 , 即 


ZX; 一 VXorn 
则 有 
nb Wr 6 
yo 一 Co 一 QZ "oo， Yr 一 QZn 
消去 .2 后 得 
ys 三 Vv Yo yn 
可 见 y 亦 是 对 应 于 yo 与 % 的 几何 平均 值 。 由 此 获得 (z;,y,) 位 于 曲线 y* 一 cz 上 的 必要 条 件 为 
Z; = VTors 
ys: 三 V yoyn 


仿 以 上 方法 ,可 对 表 8. 4 中 的 每 一 个 拟 合 函数 建立 其 z, 与 y, 的 表达 式 , 将 它们 列 人 xz,、y, 列 
中 以 备查 用 。 
为 了 从 表 8. 4 中 选 出 吻合 于 点 组 (zi 、 yw) (一 0， 1，2，…，71) 的 拟 合 函数 ,可 对 每 个 拟 合 函 
数 按 其 x,、y, 的 表达 式 计 算出 它们 的 值 。 设 z; 介 于 xz; 与 ri+l 之 间 , 使 用 线性 搬 值 公式 
a 


计算 对 应 于 z; 的 y, 值 ,建立 差 Ay, 一 |y, 一 >, |, 选 出 Ay 较 小 或 次 小 者 所 对 应 的 拟 合 函数 作 
为 数学 模型 ,使 用 最 小 平方 逼近 法 确定 出 公式 中 的 参数 .5, 通 过 已 值 的 比较 或 根据 拟 合 函数 
在 点 组 (< 2)(G 一 0,1,2,…,2) 上 的 误差 分 布 情况 选 定 所 需 的 拟 合 函数 ,这 样 求 得 的 z 与 y》 
间 的 函数 关系 通常 称 为 经 验 公 式 。 

从 几何 上 说 , 表 8. 4 中 的 拟 合 函 数 较 适 用 于 拟 合 具 有 单调 性 和 四 凸 性 不 变 的 实际 函数 。 


数值 分 析 


表 中 所 列 必要 条 件 仅 是 针对 特定 点 (xi » Yi) (1—=0,s,n) 建立 的 » 即 若 (zo » Yo) » Kw, » Ys) WCE yn) 
位 于 拟 合 函数 上 ,就 应 有 x; 二 9Czo yz) 、y; 一 从 Yo，Yr) 成 立 。 由 于 实际 数据 都 具有 误差 ,因此 
按 必 要 条 件 所 得 计算 结果 是 近似 的 ;另外 , 除 上 述 三 点 外 ,没有 考虑 到 其 余 点 的 分 布 性 态 , 因 而 
表 8. 4 中 所 列 必要 条 件 仅 是 一 种 粗糙 的 判 据 。 由 于 表 8. 4 中 的 拟 合 函 数 均 可 通过 变换 转化 为 
直线 型 关系 的 数学 模型 ,因此 可 按 变换 后 的 数据 点 组 ,根据 其 与 直线 吻合 的 程度 , 选 定 拟 合 函 
数 。 这 种 方法 能 全 面 地 反映 出 点 组 呈 直 线形 分 布 的 状况 , 且 易 于 计算 机 处 理 , 比较 切合 实用 。 
表 8. 4 中 所 列 的 只 是 最 常用 的 一 些 拟 合 函数 ,另外 ,可 能 存在 有 不 属于 表 8. 4 中 的 其 他 拟 合 函 
数 ,它们 更 吻合 于 给 定数 据点 组 的 变化 特性 。 
例 8.5 按 表 8. 5 选择 拟 合 函数 。 


解 ” 若 仅 限 于 式 (8. 27) 中 选择 拟 合 函 数 , 按 表 8. 4 中 所 列 必要 条 件 计 算得 数值 表 8. 6。 
由 Ay 列 中 的 数值 比较 知 , 选 择 寡 函 数 > 一 az' 作为 拟 合 函数 较 好 。 


yy _29, +47 i 


2 QO On 2X29.4X77.3 


29. 4 十 77.3 


$2 离散 情况 下 使 用 正 交 多 项 式 的 最 小 平方 逼近 


前 面 是 用 代数 多 项 式 P(x) 一 > ajz! 在 最 小 平方 逼近 准则 下 来 拟 合 点 组 ,虽然 已 指明 


正规 方程 组 有 唯一 解 ,但 在 实际 问题 中 , 当 n 稍 大 时 ,已 证 明正 规 方 程 组 是 病态 的 , 舍 入 误差 会 
引起 解 的 很 大 偏差 ,在 计算 机 上 用 单字 长 求解 时 ,其 结果 往往 不 太 可 靠 。 为 避免 上 述 次 端 ,可 
采用 高 精度 运算 ; 另 一 种 方法 就 是 采用 一 组 正 交 多 项 式 { Pi (zx) }?o 为 基 , 用 
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二 


来 拟 合 点 组 ,其 中 Pi(z) 为 上 次 多 项 式 ,ci 为 党 数 。 这 样 可 避免 求解 正规 方程 组 ,以 保证 求解 
的 数值 稳定 性 。 
下 面 先 介绍 微 积 分 和 线性 代数 中 未 学 过 的 新 知识 


2.1 实 轴 上 有 限 点 系 上 的 正 交 多 项 式 


设 有 限 点 系 为 z.《r 一 0,1,2，…,n) , 今 求 多 项 式 组 Pi(z) (i 一 0,1,2,…,m) ,使 满足 下 列 正 
交 条 件 
a 天 0，i 一 7/ 
2 Pr «Pilz,) 二 :0 i 天 


式 中 ,i,j<m<<n。 为 了 确定 这 样 的 多 项 式 组 ,我 们 用 待定 系数 法 计算 PCz) 的 递 推 关系 式 , 设 


(8. 30) 


Po (zx) 一 | 
I (Xz) = (zx—aQ)Po (zx) (8. 31) 
Palz) = (rz—an)P(r) — BP, (xz) (i = 1,2,.…,mO— 1) 

这 里 P;:(z) 是 首 项 系数 为 1 的 i 次 多 项 式 。 
将 式 (8. 31) 的 第 三 式 与 P(xz) 进 行内 积 , 由 正 交 性 得 
0= (Pm,Pi) = ((z—am)Pi, Piy— BP ,P;) 
一 (xP.;, P;) 一 at CP;, P:;) 


3 2 


所 以 Qi 一 一 (8, 32) 
P,P, , 
: > Pz,) 
r=0 
再 将 式 (8. 31) 的 第 三 式 与 P-:(z) 进行 内 积 ,由 正 交 性 得 
0 = (Pa, Pi)= (xP;, Pi1) — oan (P;, P,) —B(CPi, Pi1) 
(zxP;, P;1) 一 让 CPP PP) 
由 内 积 定义 知 
(zxP;, P; 1) = (CP;, zxP;1) 
且 xz P;-! 是 首 项 系数 为 1 的 i 次 多 项 式 , 所 以 可 表示 为 
四 | 
已 ;1 = Pi+ DoP, 
j=0 
1 
则 有 CzPi1,P;) = (Pi, Pi;) + DCP;, Pi) = (P,P.) 
j=0 
六 Pr) 
从 而 得 Bp (8. 33) 


i Po) PP, (Zr) 
这 样 就 可 按 式 (8. 31) 、 式 (8. 32) 、 式 (8. 33) 构 构造 有 限 点 系 上 的 正 交 多 项 式 组 。 

对 于 一 个 m 次 多 项 式 Q(z) 可 以 用 上 述 正 交 多 项 式 Pu(z) ,Pi (z) ，… ,P(x) 的 线性 组 
合 表 为 
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Qn, Cz) = co Po Cz) 十 cuPi(Cz) "tenPn 7) (8. 34) 
今 使 用 Q(z) 来 拟 合 点 组 (xz; ,Yi) (i—=0,1,2,°",n) ,要 求 找到 系数 Co 9C1 9"""9Cm ,使 


I 一 DJ [Qcz) — yi = Inlcoscis""* Cm) (8. 35) 
取 最 小 值 。 一 
2.2 Q(x) 的 求 取 方 法 
使 式 (8. 35) 取 最 小 值 的 必要 条 件 是 cj(j 二 0,1,2,…,m) 满 足 


9 
ee G = 0,1,2,%° ,0) (8. 36) 
即 2》1[cPu(zi) 十 cPi(z) 十 … 十 coPu(z) 一 %]。PiCzi) 一 0 
= 一 0 
利用 正 交 性 得 
cy1P?Cz) 一 六 Pi(z) 和 一 0 
1 一 0 ti 一 0 
>) Pi(Czi)y 
解 得 j= =0,1,2,,m) (8. 37) 
> PI;) 


i=0 


可 以 证 明 , 这 样 求 得 的 ;Cj 一 0,1,2,…,m) 能 使 1 达到 最 小 值 。 

综 上 可 以 给 出 求 得 Q(z) 拟 合 的 计算 步 又 如 下 。 

Q@ 利用 式 (8. 31) , 式 (8. 32) , 式 (8. 33) 构 造 离散 点 系 上 的 正 交 多 项 式 组 Pi(x) (i 二 0， 
1,2，…)711) 。 

@ 按 式 (8. 37) 计 算 c GO 一 0,1,2，…za) 。. 

@ 写 出 Qu.(Cz) 一 coPo(z) 十 clPi(z) 十 … 十 cnP(Z)。 

这 里 的 m 可 事先 给 定 或 在 计算 中 根据 误差 确定 。 这 种 方法 只 需求 内 积 运算 而 无 须 求解 
正规 方程 组 ,因而 具有 较 好 的 数值 稳定 性 。 另 外 当 Q(z) 精 度 不 够 而 要 建立 新 的 Qur(Cz)7 时 ， 
只 需 在 原来 计算 结果 上 增添 一 项 c+1Pnri(z) 即 得 ,而 不 必 从 头 算 起 ,对 计算 机 上 使 用 的 程序 
来 说 也 只 和 需 把 循环 次 数 增 1 而 其 余 不 变 。 目 前 它 是 用 多 项 式 作曲 线 拟 合 的 优良 方法 。 

例 8.6 给 定数 据 表 表 8. 7。 


囊 8.7 
| | | | 
i i i 
求 最 小 平方 逼近 式 QL (Zz) ,QQ (x) ;QQ (xz) o 
解 ” 按 式 (8. 31) 有 
Po (Zz) 让 


Pi(x) = (zx—Q)Po(r) 一 工 一 0 
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4 
2 
iors 


2 PECz) 
得 到 Po 二 = 
P,(z) = 一 (zx— Qa)P1i(x) — BPo x) 


4 入 
之 这/ 纺 


r=0 r=0 
3 二 0 


2 Pi (zx,) 之 2 


PP, bE 
8 = 旦 一 一 = 一 一 2 
六 Pi 
r=0 
所 以 P(x)= 7X —2 
P, (Zz) = (Zz— Qs)P;, (7z) —pBPi (zr) 


4 4 
> ,ZrP3(Czr) > zz 一 2)2 
— r=0 — =0 Pe 
aa 二 三 二 =0 


2 PECz,) 2D) Cz — 2)? 
r=0 一 0 


4 4 
DPIlz,) DD) (zz 一 2)2 
r=0 


te 
2 PiCz) Dz 
7 一 0 
得 到 Piz) = (zx— 0) (x —2) 一 了 z= 一 芋 z 


以 下 按 式 (8. 37) 计算 得 
4 4 
SP (my 过 Vr Dy 


Co 二 一 一 一 一 一 = 
DPilz, 
人 4 
DP Pilz,) ® Vr Dz,y, 
C1 i 一 二 :一 一 一 0 6 
2>)7PYCz-) Dz 
r=0 r=0 
和 4 和 本 
DPlz) ey 2 2) .yy, 
Ce 一 二 一 一 一 0 
2 (Zz Dx? — 2)? 
7 一 0 
4 
Yip, (Zr)。 ° Yr p> (zi 一 品 坊 ) Vr 
C3 Me 


Qi(z) 一 cPu(Cz) 十 cuPi(Cz) 一 0.6z 
Qs (Cz) 王 coP(z) 十 cuPi(z) 十 cc P(x)=Q (zr) es Py (x)=0. 6z 


QT)=Q (Cz) 十 csP:(Zz) 一 0. 6z 一 车 (x 一 六 zx)= 一 言 (7z 一 z ) 


2.3 多 元 函数 的 最 小 平方 逼近 


对 于 多 变量 函数 离散 情况 下 的 最 小 平方 允 近 可 以 仿照 单 变量 函数 的 通 近 方法 一 样 处 理 ， 
为 了 避免 求解 高 阶 正规 方程 组 ,可 以 采用 正 交 多 项 式 组 的 最 小 平方 逼近 方法 。 以 下 介绍 二 元 
函数 及 三 元 函数 的 最 小 平方 逼近 方法 及 有 关公 式 。 

2.3.1 二 元 函数 的 最 小 平方 逼近 

设 f(x,y) 是 二 元 函数 ,如 果 在 自 变量 点 集 (x;,y,) 《r==0,1,2,…,u;s 二 0,1,2,…,v) 上 的 
函数 值 是 已 知 的 ,要 求 找 出 一 个 多 项 式 


Qe) = YD DasPiln gy) (8. 38) 
使 得 多 元 函数 见 ,, 取 到 最 小 值 , 即 
= > PLfes) — Qna zis Ys) 一 min (8. 39) 
式 中 ,Qi 为 系数 ,P;(x) ,gq; a 
0 i=&k 
PPCe Pla) 加 De 
关 0，j 二 
Da 全 0， 天 (8. 40) 


使 式 (8. 39) 成 立 的 ans 应 满足 


二 =0 (hh=0,1,2,,m; k=0,1,2,.%,n) 
pe 
即 
二 气 [rry) = 之 | ayPi(x,)qg; Cy) 
一 2>) > 和 — 2 PasPilz)g Cy)] Plz gy) 
7 一 0 s=0 一 0 j=0 
= 计 饼 HR NE m0) — DD a[ DP GPCz) J[ Day )] ) 
= 2 fz;»y:) Pr, (x) ge (Ys) —au[ PP)] [>] =0 (8. 41) 
r=0 5 一 0 

因此 得 


fzr ys)P, xr) gi (ys) 
[2 二 车 (h = 0,1,2,.,m; k=0,1,2,..,n) 


P? r 和 和 
[之 8Cz-)] [ 志 有 9] 


(8. 42) 
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2.3.2 三 元 函数 的 最 小 平方 逼近 
设 FGz,y,z) 是 三 元 函数 ,如 果 在 自 变量 点 集 (z, yz)(r 王 0,，1,2，…x3S 一 0, 1 2，…vi; 
i 二 0,1,2,… ,tw) 上 的 函数 值 是 已 知 的 ， es 


Qn IT YT) 一 > 2 PonP, (ZX) gq; CY) re (z) (8. 43) 
了 nl 一 $1 Pfs ss) — Qn, ns 1(Zr yy ,2 ) 一 min (8, 44) 
r=0 s=0 k= 


其 中 Pi(Cz) 、g; (y)、 x.(z) 分 别 是 点 集 {z,)、 {9y;}、{z} 上 的 i 次 ,j 次 .次 正 交 多 项 式 。 用 同样 
方法 可 得 到 满足 式 (8. 44) 的 系数 值 az 为 


3 p> "1 na (Xz)g; (ys re (zs) 


Qaijg = r=0 t=0 
[PP] [2 [2 A] 
(i = 0,1,2,%%,m; j=0,1,2,",n; k=0,1,2,.…,7) (8, 45) 


更 多 自 变量 的 多 元 函数 的 最 小 平方 逼近 多 项 式 可 仿 上 推导 。 
$ 3 连续 情况 下 的 最 小 平方 逼近 


对 于 La,5] 上 给 定 的 函数 fz) 用 m 次 多 项 式 


Pu(z) = Par’ C8. 46) 
近似 它 ,要 求 多 元 函数 (4,,01,04,… ,6s) 取 到 最 小 值 , 即 
I» = | [Ps lz) — f(D de = min (8. 47) 
其 正规 方程 组 为 
=2 [Bar /0] wd =0 i (8. 48) 


为 了 避免 求解 正规 方程 组 ,可 以 采用 在 [a,5] 上 正 交 的 多 项 式 组 P;:(z) (i 二 0,1,2,…m) 的 
线性 组 合作 为 近似 多 项 式 


Ql7x) = DcPi(z) (8. 49) 
i=0 
其 中 P(x) (i 二 0,1,2,…,m) 满 足下 列 正 交 条 件 
丈 0， k = il 
| Pra Pz)dz(7 ee (8. 50) 


则 Q(z) 作 为 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 的 最 小 平方 晕 近 多 项 式 时 的 有 关公 式 , 只 需 将 式 (8. 30) 一 式 
(8. 37) 中 的 求 和 符号 改 为 [a,8] 上 的 求 积 符号 , 即 得 


I = | [Qu 一 Am]?dz = min (8. 51) 


Po (zx) = 
Pe (xz) 一 (zx—a)Po (zr) (8. 52) 
P(xz) 一 (并 一 at)Pi(Cz) 一 8P ICz) G 一 1,2,……,7 一 1) 
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| zpP? Cz)dz 
其 中 Qitl 一 人 (8. 53) 

kh P3(z)dz 

Pscodz P3(Cz)dz 

(8. 54) 

ET PY (Cr)dr 

上 Play Ra 

Ci 一 二 一 (8. 55) 


| Prdz 


我 们 亦 可 利用 一 些 常用 的 经 典 的 正 交 多 项 式 组 来 建立 Q(x)。 如 定义 在 [一 1, 十 1] 上 的 
勒 让 德 正 交 多 项 式 


By = 元 二 (2 1 (8. 56) 
它 的 各 次 多 项 式 按 以 下 递 推 公式 导出 
0 也 PCD 一 PC) (8. 57) 
其 前 几 个 多 项 式 为 
卫 。 (x) 一 1 
Pi (z) 一 工 
PCz) = 到 (3z —1) 
P(x) = 去 (5z — 3z) (8. 58) 
Mt 于 (35z: — 30zx: 十 3) 
EE 言 (63x 一 三 站 
这 些 多 项 式 满足 以 下 正 交 条 件 
2 
一 二 一 ， 一 0 1 ,2 ge 
| PnP, Cz)dz | | (8. 59) 
a 0， mm Se 了 2 


由 于 P,( 一 z) 一 (一 1)"P,(z) ,所 以 偶 次 勒 让 德 多 项 式 是 偶 函 数 ; 奇 次 勒 让 德 多 项 式 是 奇 函 数 。 
对 于 在 区 间 [a,b J 上 的 函数 f(z) ,可 引入 线性 变换 


zx 一生 sz 十 4 二 人 (8. 60) 
用 z=(z— 寻 4)/ (Se 
代入 勒 让 德 多 项 式 组 后 得 
2 十 1 
2 条 2 
ECz) =P, (i = 0,1,2,°:) (8. 61) 
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则 B.Cz) (i==0,1,2,…) 是 在 [a,5]J 上 的 正 交 多 项 式 组 , 且 满 足 如 下 正 交 条 件 
b—a 


nt yt EE = 0 yes 
| BB, Cz)dz = nt1” (8. 62) 
0， mm 5 了 2 
今 取 
Qlz) = DcBz), a<z<b (8. 63) 
== > 

与 式 (8. 51) 和 式 (8. 55) 相 应 的 公式 为 
Es | ME ,a (8. 64) 
= Pt1| Eco Fedz C8. 65) 

例 8.7 设 f(z)=|z|, 一 1 过 x 二 1, 求 它 的 最 小 平方 到 近 多 项 式 
总 

Q(z) = cP;(z) (8. 66) 


解 “ 按 式 (8. 65) 及 勒 让 德 多 项 式 的 性 质 得 


C1 =Cs =€s =0 


ti (44+ D| zPalz)dz 


1 
mu 人 
1 
人 本 一 3| zc 一 ])dz = 襄 
9fi 4 2 3 
c 一 于 ,TC35z — 30zx’ 十 3)dz =— 16 


将 以 上 数值 代入 式 (8. 66) 后 得 


1 52 1 3 4 3072 
Qs (x) 5 十 让 (3z 1) 128435z 30z 十 3) 
15 
一 各 一 7z4 十 14z2? 十 1) 


对 于 多 变量 函数 在 连续 区 间 上 的 最 小 平方 逼近 问题 可 以 仿照 以 上 方法 进行 处 理 ,这 里 不 
再 叙述 。 
$4 切 比 雪夫 多 项 式 及 函数 按 切 比 雪夫 
多 项 式 的 展开 式 


切 比 雪夫 多 项 式 是 函数 逼近 中 的 重要 工具 ,下 面具 体 介绍 它 的 定义 及 有 关 性 质 。 
4.1 切 比 雪夫 多 项 式 的 定义 


定义 8.3 ?次 切 比 雪夫 多 项 式 定义 为 
Ti(z) 一 cosm (0 委 0 委 mr n=0,1,2,.) (8. 67) 
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eS 


天 二 1 (8. 68) 
可 将 (8. 67) 式 的 T,(z) 化 为 z 的 n 次 多 项 式 。 由 公式 
cos(n 十 1)9 二 cos(n 一 1)9 = 2cosbcosn0 (8. 69) 
立即 可 得 
Ti (7) = 2zT, (7) — Ti (7) (n= 1,2,") (8. 70) 
其 中 T(z) 二 cos0= 二 1, T(x) 二 cos6 二 xz。 利用 (8. 70) 可 以 逐次 写 出 切 比 雪夫 多 项 式 组 ; 
Tolz)=1 
= 
T,(x) = 27x:—1 
Ta(z) 一 4z3 一 3z (8.71) 
Ti(z) = 8rx:—8r:—1 
Ti(z) = 16z5 一 20zs 十 5z 
T6(Z) 一 32z% 一 48 太 十 18z 一 1 
等 等 。 


4.2 切 比 雪 夫 多 项 式 的 一 些 性 质 


切 比 雪 夫 多 项 式 除 有 上 面 的 递 推 性 质 外 ,还 有 下 面 的 一 些 重要 性 质 。 
4.2.1 T(x) 的 奇偶 性 
因 z 一 cos0, 所 以 


0 =arccosz 


T(x)=cos narccosz 
T,(—z)=cosnarccos(—Zx)=cos ?CO 十 T) =(—1)"T, (zx) (8. 72) 
由 式 (8. 72) 可 见 , 当 nn 为 奇数 时 ,T,( 一 x) 二 一 T,(z), 即 T(x) 为 奇 函 数 ; 当 为 偶数 时 ， 
T.( 一 z) 二 T(z), 即 T,(z) 为 偶 函 数 。 
4.2.2 五 (x) 的 极 值 点 与 零点 
由 T, (x) 二 cosr86(0 志 097) 得 表 8. 8。 


ea 
2 
dt 
4 
a 
6 9 
元 _ 7 
“3 5 ， 7 
x CR ey 
0 ， 1 。 27， 3 27， , (2r 1) 27 


人 
一- 一 一 一 一- 


或 Q=(2k— Dz (k=1,2,0,7) (8. 73) 
则 Xi = cosh =cos i (k=1,2,°,7) (8. 74) 
或 z=cos SEED lr Cp-0,1,2,.,7—1) (8. 75) 
为 使 x; 值 随 & 的 增加 而 增长 ,可 令 

RE 和 二 二 二 


-一 co 全 [1 "] 


co 一] 
一 cos Lr m0,1,2,.,r—1) (8.76) 
T,(z) 的 极 值 点 为 
:0 2，E 和 
或 0=2j G01,2 sD (8. 77) 
则 四 一 cosb 一 cos Tr G=014 mi (C8. 78) 


同 法 ,为 使 增长 具有 一 致 性 ,可 令 
了 一 一 cos 过 一 cos( 志 十 加 一 cosz 二 ix (j= 0,1,2,°,7) (8. 79) 


或 Ti COS lx j=1,2,.… ,7 十 1) (8, 80) 


或 Xj 二 一 cos r= 一 cos( 一 -Zcos(r—i) =cos Tix (j=0,1,2,.,7) (8. 81) 


4.2.3 正 交 性 
定理 8.2 任何 两 个 相 异 的 切 比 雪 夫 多 项 式 T(z) 及 T,(z) 对 于 权 函 数 
三 证 
Wi 


在 区 间 [ 一 1,1] 上 都 是 互相 正 交 的 ,并 且 


NTT(z), Ix 
ee 1 7 (8. 82) 
0， 7 天 5 


证 因 z 一 cos0, 代 人 下 式 得 


由 人 
| A 一 | cosrOcoss 0d0 


一 去 | [cosr 一 5)9 十 cos(r 十 5)01d9 
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UL -一 一- 一 -一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 
ee 


| 本 s)0 ，sin(r 十 2 | 


r—s 六 十 和 0 


二 

2 
_ lrsin(r— sn ，sinCr 十 5)r] 
= = (r 5) 


r—s 


当 一 :一 0 时 ， 
"REP i) = d= 
-1 V1 一 好 * V1 一 cos20 0 
当 7 一 s 头 0 时 ， 
1 T(x)T,(z) 2 
| | 一 dz 一 上 cos270d0 
一 $a 十 cos270)d0 
二 出 sin2r0 |” x 
二 


定理 得 证 。 
此 外 ,T(z) 在 T,i1(z) 的 零点 集 上 亦 具 有 正 交 性 。 
定理 8 8.3 任意 两 个 相 异 的 切 比 雪夫 多 项 式 T(z) 及 T(z) (r,s 和 nn) 在 Tri1(z) 的 零点 集 


zi = cos LTT"™ (i = 1,2,"…,n 十 1) (8. 83) 
上 都 是 互相 正 交 的 ,并 且 
1 十 1， 7 一 5 一 0 
nH 4 
DTi(zDT(z) = 1 入 r 一 : 魏 7 (8. 84) 


i=1 


证 ”利用 余弦 的 和 积 公式 
cosr0 。cosgsl 一 记 [cos(r 十 5)0 十 cos(r 一 5)0] 


简化 下 式 
De (zi) = 了 于 [cos(r 十 94 十 cos(r 一 50] 
= [oosG+ 9 Flt cosCr—) 7] 
A 
-FS 
并 2cos(hi 十 osin hk 


= (sn[ GT+ 到 2 二 |- sin[G 一 过 六 十 ] | 


i=1 


=sin| (N+ 总 六 +a sin( 委 十 a) 
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N sin| (N+ 去)h +a| 一 sin( 雪 有 十 a) 
所 以 > os 二 = 一 一 一 < 一 一 和 一 一 < 一 一 (8. 86) 
i 2sin 7 
利用 上 式 可 把 式 (8. 85) 化 为 
nt 
2 T(r) T(r) 
i=1 
工 | 十 Dr (r+orn rin Cin 
和 sin{| oo 十 D 十 豆 | 2 十 1 = a 2 
2 2sin| rt Or | 
2(n 二 1) 
| [+ (r— sx (一 Dr (sn 
sin| 2 | 7 十 1 30 | in| 374) 2 1) | 
(r— sn 
2sin| 3674 D D | 
1 sin(r + $) Tx — sin0 十 sin(7 一 3) 一 Sin0 
一 二 《7r 十 Sr 。 (7 一 5)T = ( 寸 ) 
| 2sin 307 4 1) 2sin 27 4 15 当 r 关 s 时 


当 ” 一 * 一 0 时 ， 
: n+1 Lan! 
2 Tr) Tr) = 21=n+l1 
i=]1 i=1 
当 7 一 5 天 0 时 ， 
?1 ntl ntl 
DI T(r) T(z) = > Tx) = > cos270， 
t=1 i=1]1 i=1 
= 3 
一 也 [i 十 cos2r01] 
2i—1 
一 1+ 让 eos2r 全 和 


一 2 去 : 
十 二 上 os: 


+ 


ntl 
| 


5 2rn rn 
es ([+ p+ -| | 
”2 2 

a 
一 2 十 1 十 工 sin2rx—sin0 7 十 1 
2 2 2sin — 2 和 
nl 


定理 得 证 。 
4.3 函数 按 切 比 雪夫 多 项 式 的 展开 式 


如 果 采 用 切 比 雪夫 多 项 式 构成 正 交 多 项 式 组 ,建立 f(x) 在 [一 1, 十 1]J 上 的 最 小 平方 逼近 
多 项 式 
Q(x) = Co To lr) CT z+ CT 2) (8. 87) 
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则 称 Qu(z) 为 函数 f(z) 按 切 比 雪夫 多 项 式 的 展开 式 。 
由 于 切 比 雪 夫 多 项 式 组 在 [一 1, 十 1] 上 是 关于 权 函 数 p(z) 一 一 二 -一 的 正 交 多 项 式 组 , 因 
V1l—z 


此 在 计算 式 (8. 51) 和 式 (8. 55) 中 的 积分 号 内 均 需 乘 以 p(x) 得 
J | pcw [QCz) FC de ila (8. 88) 


HH 
下 oz)T Df Dr 二 | ez (z) FCz)dz， 守 一 0 


Ee (8. 89) 
号 pa) TH ds 二 | ecz) Ti(z) fr)dr, i#0 
若 将 式 (8. 87) 改 写成 
Q (zx) = GT Cz) OT + CT (zx) (8. 90) 
则 式 (8. 89) 中 右 端 两 式 可 统一 为 
C=2| pWDTD fd C=0,1,2,,m) C8. 91) 
系数 C; 亦 可 用 数值 积分 近似 计算 。 由 于 工 二 cos9, dx 一 一 sin9d9, 代 人 (8. 91) 式 得 
C; 一 二 | cos 妈 F(cos0)d0 一 全 | "FCW (8. 92) 
其 中 下 (0 一 cosi0FGcos0) = T(x) f(x) (8. 93) 
今 将 [0,r] 区 间 ”等 分 得 
_x 一 0_ 工 
A( 一 n 加 n 
0, 一 /Ab 一 分 (1=0,1,2,.",n) 
Zz 二 cosb) 二 cos 克 GQ=0,1,2,.…,n) 
使 用 复合 梯形 公式 得 
C2. 汪汪 + FO0) 十 … 十 FCb + ee) | 
T n 
一 二 [ 序 Fem Th) FI Ta TT 
到 fczoTiCzo] (i = 0,1,2,.",m) (8. 94) 
如 果 采 用 TT,i1C7x) 的 零点 
ti — co0s FFI"™ (i =1,2,…,n 二 1) 
作为 离散 点 集 , 并 利用 正 交 性 式 (8. 84) , 则 系数 C; 按 式 (8. 37) 计 算得 
n+l ntl 
DFTz) DD fr) Tz) 。 起 
Ci 一 3 二 三 f(r) Tz) 
Sg,) 二 | nn 二 11 
j=1 
(i=0,],2,°% ,mn) (8. 95) 


当 f(x) 为 区 间 [a,b] 上 的 函数 时 ,可 作 如 下 变换 


二 r+ 去 (8. 96) 


将 区 间 [a ,的 化 成 [一 1, 十 菇 的 情况 再 进行 处 理 。 
例 8.8 使 用 T(x) 的 零点 集 , 求 


a 
CA i 


在 [一 1, 十 菇 区 间 上 的 三 次 切 比 雪夫 多 项 式 的 展开 式 。 
解 取 T(x) 的 零点 集 为 


zj = cos Ei = 1,2,3,4) 


按 公式 计算 得 
Poe CG eh Ty TC Td 
2 < 2 1 
人 = 4 fe Ts) 过 1. 411 765 
2 4 2 4 苑 ) 
G 一 全 宇 7o)() = 
4 4 2 
eA a dd 
4 1 4 1+ 
二 鞍 汪 2 4 一 3 
C: 一 4 2 fe) Ta) 一 | I 一 0 


将 Co CC 、Cs 代入 Q(z) 得 
Qa (zx) 一 0.705 882 一 0.235 294T;(x) = 0. 941 176 一 0. 470 588z? 

函数 按 切 比 雪夫 多 项 式 的 展开 式 有 如 下 收敛 性 定理 。 

定理 8.4 如 果 f(x) 在 [一 1, 十 1] 上 连续 ,其 一 阶 导数 存在 且 有 界 , 那 么 由 式 (8. 90) 、 式 
(8. 91) 所 定义 的 最 小 平方 逼近 多 项 式 Q,(z) 当 mm 一 co 时 一 致 收敛 于 f(x)。( 证 明 略 ) 

在 收敛 情况 下 , 设 

f(z) = 3G To(z) 十 De T(z) (8. 97) 
则 近似 式 
Q, Cz) 一 却 CTGmD 十 CTGaD 十 : 各 
相对 于 f(z) 的 截断 误差 为 
R(x) = f(z) — Q(z) = 3 CT (x) 


如 果 Cm+1 关 0, 且 系数 迅速 收 合 于 0, 则 有 以 下 近似 估计 
| R。 (zx) | [Cn Tn (7) | [Gil (8. 98) 


$5 最 佳 一 致 逼近 


采用 多 项 式 有 逼近 函数 时 ,从 理论 上 讲 , 对 于 给 定 的 fFCz)Ec[a, 扑 和 给 定 的 和 逼近 精度 s>0， 
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er 


能 否 找 到 一 个 代数 多 项 式 P,(z) 二 ao 十 a1z 十 … 十 anz" ,使 得 
fCx) —P,(z) | Se (8. 99) 


成 立 。 

对 于 这 个 问题 , 早 在 1885 年 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 就 给 出 了 肯定 的 回答 。 

定理 8.5 设 f(z)EC[La,5], 则 对 于 任意 给 定 的 e>>0, 都 存在 多 项 式 P(x) ,使 得 
| f(x)— P(r) | Re 

成 立 。 

这 个 定理 有 许多 不 同 的 证 明 方 法 ,其 中 伯 恩 斯 坦 给 出 的 证 明理 论 上 比较 完美 , 它 不 仅 证 明 

了 P,(z) 的 存在 性 ,同时 也 可 以 用 来 构造 P,(z) 。 他 引进 了 如 下 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 


B,(f) = (Der 一 可 (一 1,2，…) (8. 100) 
i=0 
limB, (f) = f(x)s xzE€EL0,1] (8. 101) 


如 果 了 Cz) 在 [0,1] 上 的 各 阶 导数 存在 ,还 可 进一步 证 明 B,( 亡 的 各 阶 导 数 也 分 别 收 敛 到 f(x) 
的 相应 阶 导数 。 

尽管 如 此 ,直接 利用 (8. 100) 式 去 做 数值 逼近 时 ,效果 并 不 理想 ,最 主要 的 问题 是 收敛 太 慢 。 因 此 
为 达到 给 定 的 精度 要 求 ,n 的 值 就 较 大 ,又 随 着 的 增 大 ,对 B.(7) 的 计算 会 出 现 数值 不 稳定 现象 。 这 
说 明 ,用 伯 因 斯坦 多 项 式 构造 近似 函数 P,(z) ,只 能 在 次 数 较 低 和 精度 要 求 不 高 的 情况 下 才 有 效 。 

因此 ,很 自然 地 提出 下 述 问题 ,能 否 在 所 有 次 数 不 超 过 n 次 的 代数 多 项 式 集合 互 , 上 , 找 
到 一 个 在 上 f(z) 一 P,(z) | 意义 下 最 小 的 逼近 多 项 式 , 这 就 导致 了 最 佳 一 致 晕 近 问 题 ,这 个 
问题 也 称 为 极 大 值 取 极 小 的 问题 。 


5.1 最 佳 一 致 逼近 的 概念 
设 f(x)EC[La,65], 对 于 P, (zx)EH,, 称 


A(z) = f(z) 一 P,(z) (8. 102) 
为 误差 函数 。A(xz) 在 [4,5j 上 的 最 大 绝对 值 
E= | A(x)| -= max |ACz) | (8. 103) 
称 为 偏差 。 对 不 同 的 P(x) lk 志 m0) ,其 偏差 值 亦 各 不 相同 ,其 中 必 有 最 小 值 E, (了 ) 
E.(f) = minE 一 mip | ACz) | 。 = in { max,| FCz) 一 PCz)|) (8.104) 


称 E,( 有 ) 为 n 次 最 小 偏差 或 4 次 最 佳 逼近 值 。 并 称 满足 式 (8. 104) 的 多 项 式 Pi (zx) 为 (z) 在 
[a,] 上 的 最 佳 一 致 台 近 多 项 式 或 最 佳 通 近 多 项 式 ,P* (xz) 满足 
max | f(z)—P: (z)|= max|A’ (7)|= E,(f) (8. 105) 


ZELa'b 


我 们 把 满足 上 式 的 那些 z 值 统 称 为 偏差 点 , 且 依 A* (zx) 的 符号 的 正 、 负 不 同 称 为 正 偏差 点 或 
负 偏 差点 。 


5.2 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 有 关 理 论 问题 


针对 上 述 定义 的 最 佳 _ 致 逼近 多 项 式 ,需要 研究 的 问题 有 它 是 否 存在 且 唯 一 ? 当 存在 唯 
一 的 情况 下 又 如 何 寻 找 或 构造 它 ? 对 这 些 问题 的 回答 构成 了 最 佳 一 致 避 近 研究 的 中 心 内 容 。 
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关于 最 佳 一 致 台 近 多 项 式 的 存在 性 已 由 定理 8. 5 做 了 回答 。 存在 性 的 证 明 不 是 本 书 重 
点 ,而 构造 性 的 证 明 , 迄 今 尚 未 完满 地 解决 。 但 切 比 雪夫 给 出 了 描述 最 佳 一 致 副 近 多 项 式 的 重 
要 特征 定理 ,有 助 于 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 求解 ,其 唯一 性 也 可 由 此 推 得 。 在 叙述 切 比 雪夫 定 
理 以 前 , 先 引 入 以 下 定义 。 
定义 8.4 对 于 F(z),P: (zeEcra, 要 ,如 果 它 的 偏差 点 集 满足 
a rb 
| =—A(zn) GG=1,2,.,k—1) (8. 106) 
[AC(z)|=E(f) CG=1,2,.,k) 
则 称 上 述 点 集 为 f(z) 在 [a,5] 上 的 一 个 交错 点 组 。 
例 8.9 设 f(z)==sinz,zE[0,x], 求 Px (Zz) 及 交错 点 组 。 
解 设 Ps (xz) 二 C, 建 立 误差 函数 
A(z) = sinz 一 C 
调节 C 值 ,使 A(z) 在 [0, 磋 上 的 最 大 绝对 值 达 到 最 小 , 显 见 C=0. 5( 图 8. 1), 则 Pr (z) 一 0.5， 


Pr(x)=0.5 


图 8.1 


Eof) = max |A* (zx)| = max | sinz 一 0.5| = 0,5 
zE[0,] | 
且 |A4* (z)| 在 z=0, 名 ,xn 上 取得 饲 (/) 值 ,相应 的 A* (x) 的 符号 为 一 ,十 ,一 ,所 以 f(z) 二 


sinz 在 [0,xj 上 的 交错 点 组 为 0, 了 sx 一 般 情况 下 ,交错 点 组 往往 是 不 唯一 的 ,如 图 8.2 所 


示 。 图 中 (> ?2 ;Ts) 是 交错 点 组 ， (zl ;Ta ;Zs) 也 是 。 

有 了 以 上 准备 ,就 可 以 叙述 关于 C[a,5] 上 f(z) 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 特征 定理 了 。 
定理 8. 6 〈 交 错 点 组 定理 ) 设 jz)ECLa, ,Pr (Cz) 为 一 个 次 数 不 超过 的 最 佳 一 致 逼 
近 多 项 式 , 则 A* (z) 二 f(z) 一 Pr (zx) 至 少 存在 由 n 十 2 个 偏差 点 构成 的 交错 点 组 ( 称 为 切 比 雪 
夫 交 错 点 组 ) 。 

证 设 Px (zx) 是 f(z) 在 [a,6] 上 的 最 佳 一 臻 过 近 多 项 式 ,由 于 A* (zx) 二 f(z) 一 P* (zx) 在 
闭 区 间 上 连续 , 则 A* (zx) 在 [4,6] 上 必定 一 致 连续 9。 因 此 总 可 以 把 区 间 [a,5] 分 成 若干 个 子 


.区间 ,使 4* (x) 在 每 个 于 区 间 /上 的 振幅 小 于 去 EE,( 有 ), 现 把 上 述 子 区 间 再 分 成 两 类 ,类 为 


@ 一致 连 续 指 的 是 对 任意 取 定 的 e>0, 总 存在 有 5>>0, 对 [a,5] 中 的 任意 zz ,ZZ 只 要 |z 一 必 |<6|, 就 有 | f(x) 一 
f(z )|<e 成 立 。 


包含 有 A* (z) 的 偏差 点 的 子 区 间 , 从 左 到 右 记 作 工 、I，,…,Im。 其 余 的 子 区 间 归 为 第 二 类 , 记 
作 用 ,J2 和 » Nz o 从 上 述 子 区 间 的 做 法 知 


[A* (D1=|f(D—P; (2)|>#E,(n, aE Wy RD 


[A* CD|=|f(0D)—P; (0) 1<$E ND, zEJ; YG=1,2,%,Ns) (8.108) 


由 式 (8. 107) 知 ,在 每 个 中 ,A* (zx) 的 符号 总 是 固定 的 。 为 确定 起 见 ,不 妨 设 在 荆 上 A (zx) 
的 符号 是 正 的 。 对 于 第 一 类 中 的 子 区 间 继 续 按 A*(z) 符 号 的 十 一 ,从 左 到 右 地 分 成 若干 组 


五 了 9 Ta (A”* (Zz) > 0) 
Te ns Tara's Ti (A* (zx) =< 0) 
Te nT te" Ta, (A* (+) (—D™>0) 


显然 这 s 组 中 的 每 个 子 区 间 依次 包含 有 A* (zx) 的 正 偏差 点 与 负 偏 差点 。 下 面 证 明 s 宇 xn 十 2, 用 
反 证 法 来 证 。 假 若 不 然 , 即 ;过 n 十 2, 由 于 A* (zx) 在 与 I+1 上 不 同 号 ,所 以 I 的 右 端点 不 
能 与 I 的 左 端 点 重合 ,于 是 就 可 在 I 与 +1 之 间 任 意 取 定 一 点 z1, 它 不 属于 上 述 1 和 
+1 之 一 。 类 似 地 ,在 每 个 及 与 Ii + 之 间 可 以 任意 取 定 一 点 Xi(i=2,3,.",s—1), 由 这 些 点 
建立 以 下 两 个 多 项 式 

q(x) = (zl — Zz) (zz — 7 zr, — 7) 

Q(z) = Pi (x) 十 eq(CZ) 
式 中 ,e 为 待定 参数 。 因 s 委 xz 十 1, 所 以 g(z) 为 次 数 不 超 过 nn 次 的 多 项 式 , 因 知 Q(z)E HH,。 考 
虑 误差 函数 

A(z) = f(z) — Q(x) = f(z) — P(x) — ez) = A’ (zr) — ag(7) (8. 110) 
今 证 只 需 适 当选 取 充 分 小 的 e>>0, 可 使 
max |A(z) | < EC) 

成 立 ,从 而 导致 季 盾 ,定理 得 证 。 注 意 到 gCz) 在 且 仅 在 z:(i 一 1,2,…,s 一 1) 处 变 号 ,又 因 gCz) 
在 五 上 是 正 的 ,因而 qd(Cz) 与 人 (z) 在 五 JJ 一 1 2 ;Ni1) 上 辣 号 。 记 


E* = max max|A* (z)| 
1KiKN zEI 


(8. 109) 


i 


由 式 (8. 108) 知 EF* < 记忆 (了 )。 现 选取 >>0 充分 小 ,使 下 式 


es max |g(z) | << min{ EC) —E* '3En | 
az<b 
成 立 。 则 当 XEJ(i 二 1,2,…, NN;) 时 有 


max|A (x) | 二 max|A* (Zz) | 十 emax 
ZE ZEJ: zEJ: 


qz)| 
<E tmin(E.() _E* ' 六 FD)< Ef) 


上 式 表明 ,与 A" (x) 的 峰值 比较 ,A(z) 在 J;(i 二 1,2,…, NN;) 上 的 峰值 并 未 增加 。 而 在 (j= 
1,2,…,N1) 上 ,由 于 A* (Zz) 与 gq(z) 同 号 , 且 q(x) 关 0, 所 以 有 


ax Co)| > f(z) — Q(z)| = mex|A* (2) ~ 
< max|A’ (zx)|= E,(f) 


由 此 可 见 ,Q(Cz) 是 比 Pi (xz) 更 好 的 逼近 ,这 就 导致 矛盾 。 在 本 定理 的 论述 中 ,如 果 s 宇 
n 十 2, 我 们 将 不 能 提供 Q(z) € HH, ,并 在 这 种 情况 下 导出 矛盾 。 

定理 8.7 设 fx)EC[a,6], 又 设 P,(z)E HH,, 且 至 少 具有 (n 十 2) 个 点 构成 的 切 比 雪夫 
交错 点 组 , 则 P.(z) 是 Fz) 在 [a, 所 上 的 一 个 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 。 

证 因为 在 切 比 雪夫 交错 点 组 上 

| Fr) — P(x)|= max| f(x) — P72)|= Ef) 

其 中 ziC& 二 1,2,…,n 十 2) 为 偏差 点 。 今 设 P,(z) 不 是 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 则 有 多 项 式 
Q,(z) 存 在 ,使 


max| f(z) — Q(z) | < Eh 
于 是 多 项 式 
Q(z) — P(r) = [f(z) — P(r)]— [fC7) ~— Q(z)] (8. 111) 

在 偏差 点 xi《% 二 1,2,…,n 十 2) 上 的 符号 与 f(x) 一 P, (xz) 的 符号 一 样 ,因而 在 上 述 (x 十 2) 个 点 
上 依次 取 正 负 号 ,这 样 就 推 知 Q,(z) 一 P, (xz) 在 [a,5] 上 至 少 有 (n 十 1) 个 零点 ,但 这 是 不 可 能 
的 ,因为 Q(x) 一 P,(z) 是 不 恒 等 于 零 且 次 数 又 不 超过 的 多 项 式 。( 证 毕 ) 

上 述 定 理 称 为 切 比 雪夫 定理 。 这 个 定理 刻画 了 最 佳 一 致 台 近 多 项 式 特征 , 那 就 是 A* (zx) 
在 交错 点 组 的 (n 十 2) 个 点 上 取得 相同 的 幅 值 E, (了 ), 且 符号 依次 正 负 交替 改变 。 因 此 可 视 
4"(z) 是 在 [a,5] 上 作 等 幅度 振荡 的 函数 或 称 最 佳 一 致 台 近 为 误差 函数 作 等 幅度 振 范 的 逼近 ， 
故而 误差 分 布 较 均匀 。 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 上 述 特性 ,已 成 为 求 取 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 
各 种 近似 解法 的 出 发 点 和 依据 。 这 里 还 可 以 解决 最 佳 一 致 台 近 多 项 式 的 唯一 性 问题 。 

定理 8.8 设 f(z)ECLa,6]j, 则 在 瓦 , 中 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 是 唯一 的 。 

证 设 在 悍 , 中 存在 有 两 个 不 同 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 P,(z) 和 Q(x), 即 有 


max |f(z) 一 已 Ca| ~ E.(f), max |f (2 ~ Qcz)| 一 ECP (8.112) 


令 R,(z) 一 去 (Pi(z) 十 Q(z)), 因 为 


max | Pa | —max | f(z)—B (P(x) +Q, Cz)) | 


<Fmax |f C2) PCD | + 六 mas |f (2) Q(z) 


lh E(tH=EL 有 i 


所 以 R,(z) 也 是 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 。 由 定理 8. 6 知 ,R, (zx) 至 少 有 nn 十 2 个 正 负 偏 差点 zi， 
XT2 ,Zn+2 满 足下 式 
E.(f) = |f(zi) —R,(zi)|= 
(2 一 1,2,…,n 十 2) (8, 113) 
故 f(zi)—P,(z;) 和 了 (zi) 一 Q(zi) 必 定 同 号 ,再 据 式 (8. 112) 知 ,下 式 
fxi) — P(xi) = f(zi) — Q(zi) (i=1,2,…,n 二 + 2) 


i + 


P,(zi) — (zi) 0 (i = 1,2, ,n+ 2) 
成 立 。 由 此 推 知 P,(z) 一 Q(z) 有 十 1 个 零点 存在 ,这 只 有 当 P,《z) 寺 Q(z) 时 才 可 能 。( 证 毕 ) 

前 已 指出 , 切 比 雪夫 交错 点 组 往往 是 不 唯一 的 ,这 会 给 数值 计算 带 来 一 定 的 困难 。 然 而 在 一 定 
条 件 下 , 切 比 雪夫 交错 点 组 不 仅 唯一 ,而 且 切 比 雪 夫 交 错 点 组 中 的 个 别 点 也 可 以 被 确定 下 来 。 

定理 8.9 如 果 函 数 f(z) 在 [a,6j 上 有 f**?《z) 隆 0( 即 Fr (z) 保 号 ), 则 切 比 雪夫 交错 
点 组 恰好 由 Cn 十 2) 个 偏差 点 构成 ,其 中 个 偏差 点 为 内 偏差 点 ,其 余 两 个 偏差 点 均 是 端点 。 

证 采用 反 证 法 。 设 a,b 都 不 是 偏差 点 , 则 在 (a,8) 内 至 少 有 (Cn 十 2) 个 偏差 点 ,这 些 偏差 
点 也 应 视 作 误差 函数 的 极 值 点 ,因此 得 到 下 式 

[A*(z)] =0 (i=1,2,.…,n+2) 
逐次 应 用 洛 尔 定理 可 得 
[A* (8) ]od1 = f (8) OH 一 [LP” (&) ]crHD 二 ft (&) 一 0 (i = 1,2) 
与 定理 条 件 不 符 , 故 假设 不 成 立 。 

其 次 , 设 a,5 中 之 一 不 是 偏差 点 ,此 时 内 偏差 点 至 少 有 (za 十 1) 个 ,在 这 些 点 上 ,误差 函数 的 
一 阶 导数 为 0, 逐次 应 用 洛 尔 定理 可 推 知 至 少 有 一 点 使 LA* (人 ]%? 了 二 ft? (一 
LPx (多 一 or (6 =0, 仍 与 定理 条 件 不 符 ,由 此 证 得 a,6 必须 都 是 偏差 点 不 可 。 

最 后 证 明 内 偏差 点 的 个 数 只 能 是 个 ,如 车 不 然 , 则 在 (a,5) 内 有 多 于 个 偏差 点 使 误差 
函数 的 一 阶 导数 为 0, 仿 上 可 推出 至 少 存在 一 个 6, 使 Fr (名 二 0, 与 定理 条 件 不 符 ,从 而 证 得 
在 l(a, 内 只 能 有 个 内 偏差 点 。 

定义 8.5 若 误 差 函 数 的 切 比 雪夫 交错 点 组 恰好 由 ”十 2 个 偏差 点 构成 , 且 区 间 端 点 a,6 
均 是 偏差 点 , 则 称 该 误差 函数 为 标准 的 误差 函数 ,其 对 应 的 图 形 称 为 标准 的 误差 曲线 ;否则 称 
为 非 标准 的 误差 函数 或 非 标准 的 误差 曲线 。 

非 标准 的 误差 函数 指 其 切 比 雪夫 交错 点 组 的 偏差 点 个 数 多 于 (Cn 十 2) 个 或 端点 之 一 或 两 者 
都 不 为 偏差 点 的 一 类 误差 函数 。 例 如 ,了 (zx) 一 (zx 一 1)? 在 [0,2] 上 的 最 佳 零 次 一 致 晕 近 多 项 式 
为 Pi (z) 一 0. 5, 其 交错 点 个 数 至少 为 0 十 2 一 2 个 ,实际 个 数 为 3 个 : 0,1,2。 其 误差 函数 属 


非 标 准 误差 函数 。 又 如 f(7) 二 cos 二 rz 在 [一 1, 十 1] 上 的 七 次 最 佳 一 致 吾 近 多 项 式 为 


Pr? (zx) = 0. 999 999 972 4 一 0. 308 424 253 6z’? 十 0.015 849 915 3z* 一 
0. 000 318 880 5zx: 十 0。x? (8. 114) 


因 Je (x) 一 (全 7 COs 于 xz>0 (一 1] 委 zxz 委 十 1) 


所 以 de re—PY to 


为 标准 的 误差 西数 ,其 偏差 点 个 数 至 少 为 7 十 2=9 个 ,实际 正好 是 9 个 , 且 土 1 均 是 偏差 点 。 
在 满足 定理 8.9 中 假设 的 条 件 下 ,最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 的 求解 问题 就 可 归结 为 (a,5) 内 
个 交错 点 组 的 求 取 问题 。 当 n=1 时 ,只 要 在 区 间 内 求 一 个 偏差 点 ,问题 就 很 简单 了 。 
例 8.10 求 e 在 [一 1, 十 lJ 上 的 一 次 最 佳 一 致 通 近 多 项 式 Pr (zx) 二 a? 二 ar x。 
解 因 f(z)==e, 了 (xz) 二 ee>>0( 恒 正 ) ,所 以 误差 函数 
A(z) = &— (a¢ +ar z) 
为 标准 的 误差 函数 , 故 偏差 点 共有 3 个 : 一 1,z ,十 1。 因 得 以 下 等 幅度 振荡 方程 组 
A(—1) = AC1) 
[A 1) =— A(z) 
A’(zx1)=0 
ar = 1 175 2 
解 得 | Zz1=lna? =0, 161 4 


Ee 更 
ao = 二 264 3 


则 Pr (z) 一 1.264 3 十 1. 175 2x 

关于 已 (zx) 的 奇偶 性 有 以 下 定理 。 | 

定理 8.10 车 Px (z) 为 奇 函 数 f(x) 在 [一 a， 十 dj 区 间 上 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 则 
Px (zx) 也 是 奇 函数 ;车 P;* (x) 为 偶 函 数 f(x) 在 [一 a， 十 qd 区间 上 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 则 
P:(z) 也 是 偶 函 数 。 

证 设 f(z) 为 区 间 [ 一 a, 十 aj 上 的 偶 函数 , 即 f(x)== f( 一 z)。 因 它 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 
Px (x) 在 [一 a,0],[0,aJ 上 的 最 大 误差 绝对 值 应 相等 ,所 以 当 xE[ 一 a， 十 a] 时 ,有 下 式 成 立 

| fC/z)— Pi Co) N= | fz)— P(x) | 


= | f(z)—P: (—z) | (8. 115) 
因 在 [一 a, 十 aj 区 间 上 f(z) 的 最 佳 一 臻 晕 近 多 项 式 是 唯一 的 , 故 得 Px (zx) 二 P+ (一 z), 即 


Pi (z) 也 是 偶 函 数 。 
车 f(x) 是 奇 函 数 , 即 fz) 二 一 (一 z), 则 当 zE[ 一 a, 十 a] 时 有 下 式 成 立 
| fl) — Pr (2) | = | fz) —P: (Cz) | 
一 | 一 oz) 一 Pr (一 站 
= | f(z) 十 Px (一 了 |。 
= | f(2)— (cP; (2)) | (8. 116) 
由 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 唯一 性 知 P; (zx) 二 一 P; (一 zx), 即 P* (z) 也 是 奇 函 数 。 
当 Px (z) 是 偶 函数 时 , 则 P; (z) 的 表达 式 中 仅 含有 z 的 偶 次 方 项 。 设 P* 《z) 的 最 高 偶 
次 方 为 2m, 这 时 应 视 P; (z) 为 2m 十 1 次 的 最 佳 一致 逼 近 多 项 式 
Pi (zx) = Pan (x) 十 0。zarH 一 Pi (x) (8. 117) 


数值 分 析 


ee 


它 的 偏差 点 个 数 至 少 有 (2 十 1) 十 2 一 2m 十 3 个 , 且 z 一 0 是 偏差 点 。 这 时 只 需 讨论 [0,aj 区 间 
上 的 情况 就 行 了 。 偶 函数 的 例子 如 式 (8. 114) 所 示 。 

同样 , 当 Px (x) 为 奇 函 数 时 ,P* (z) 的 表达 式 中 仅 含有 z 的 奇 次 方 项 。 设 P* (x) 的 最 高 
奇 次 方 为 2k 十 1, 这 时 应 视 P; (zx) 为 2k 十 2 次 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 

a (7X) = Po (Z) 十 0。 2 Piitz (Zz) (8, 118) 
它 的 偏差 点 个 数 至 少 有 (2k 十 2) 十 2 二 2k 十 4 个 。 奇 函数 的 例子 如 arctanz 在 [一 1, 十 1] 上 的 六 
次 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 
Pe (x) 一 0.995 358z 一 0.288 690zx’ 十 0.079 339x 

其 偏差 点 个 数 至 少 为 6 十 2 二 8 个 ,实际 正好 是 8 个 , 且 士 1 亦 是 偏差 点 。 


5.3 近似 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 


5. 3.1 切 比 雪夫 多 项 式 的 极 性 

1857 年 切 比 雪夫 提出 这 样 的 问题 ;在 [一 1, 十 1] 上 最 高 次 备 的 系数 为 1 的 一 切 多 项 式 中 ， 
求 一 个 多 项 式 使 它 在 [一 1, 十 1J 上 的 最 大 绝对 值 为 最 小 。 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 8. 11 在 所 有 最 高 次 睡 的 系数 为 1 的 n 十 1 次 多 项 式 中 ,在 区 间 [ 一 1, 十 1] 上 与 零 偏 
差 最 小 的 多 项 式 是 全 (x)。 这 里 .1(z) 是 最 高 次 备 的 系数 为 1 的 切 比 雪夫 多 项 式 


T(z) 一 去 Toh (2z) (8. 119) 
证 ”首先 建立 误差 函数 
ACz) = Tn (xz) 一 0 = 让 Ton(z) (8. 120) 
由 于 TiCz) 在 [一 1, 十 1 上 具有 极 值 点 


zj = COs Hi 人 = 0,1,2,",n 二 1) 
代入 式 (8. 120) 得 
AZ 一方 1 Cos(n1)arccosz; 
= 去 cos(n 十 1) 7 
= 让 cosjr=<3 人 (8. 121) 
现 将 式 (8. 120) 改 写 为 
A(z) = T(x) 一 2z 一 PCz) (8. 122) 


则 式 (8. 121) 表明 , P, (x) 作为 f(z) 一 zt 在 [一 1, 十 1] 上 的 逼近 多 项 式 ,其 误差 函数 在 
[一 1, 十 11] 上 具有 符号 相间 的 偏差 点 (x 十 2) 个 , 据 切 比 雪夫 定理 知 , P, (x) 为 f(z) 二 xz" 在 
[一 1, 十 1J 上 的 最 佳 一 致 台 近 多 项 式 , 即 

max |A(z)| = in lz — P,(z)|. = E,(f) 


所 以 全 (是 [一 1, 二 1] 上 与 0 偏差 最 小 的 多 项 式 。( 证 毕 ) 
切 比 雪夫 多 项 式 的 上 述 特性 称 为 切 比 雪夫 多 项 式 的 极 性 ,这 是 一 个 很 重要 的 性 质 , 它 表明 
以 切 比 雪夫 多 项 式 为 余 式 的 误差 幅 值 在 整个 区 间 [一 1, 十 1] 上 是 均匀 分 布 的 ,因此 这 一 性 质 在 


ee 
求 函 数 的 近似 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 中 有 广泛 的 应 用 。 下 面 介绍 三 种 f(x) 在 [一 1, 十 1] 上 的 近 
似 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 已 ,(z) 的 求法 。 

5.3.2 截断 的 切 比 雪夫 级 数 

函数 f(z) 在 [一 1, 十 1] 上 按 切 比 雪 夫 多 项 式 的 展开 式 若 取 项 数 至 T,(z) 为 止 , 则 得 


P,(z) 一 去 G Ta) | GRC CT Cry) (8. 123) 
当 式 中 系数 迅速 收敛 于 0 时 ,其 与 f(x) 的 误差 函数 可 近似 为 
Mm) = fry = Pl a Co Ts ta (8. 124) 
上 述 误差 函数 在 Tr1(z) 的 极 值 点 
i 人 ka (8. 125) 


上 取 到 相同 的 极 大 值 | C+ | 且 符号 依次 正 负 相间 , 按 切 比 雪夫 定理 知 , 上述 P, (xz) 很 接近 于 
Px(z) ,因此 将 它 作为 f(z) 在 [一 1, 十 1]J 上 的 近似 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 是 很 合适 的 。 

5.3.3 切 比 雪夫 多 项 式 零 点 插值 法 

定理 8. 12 ”如果 f(z)ECLa,65], 则 其 nn 次 最 佳 一 致 驯 近 多 项 式 就 是 了 (x) 在 [a,5] 上 的 
某 个 次 插值 多 项 式 。 

证 设 Ps (zx) 为 f(x) 在 [a,5] 上 的 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 ,由 切 比 雪夫 定理 知 ,其 误差 函 
数 A* (zx) 二 f(z) 一 P? (z) 在 [a,5] 上 至 少 有 十 2 个 正 负 相 间 的 偏差 点 ,这 意味 着 A* (xz) 在 
La,56] 上 至 少 有 nn 十 1 个 零点 ,于 是 P; (z) 刚 好 是 以 这 x 十 1 个 零点 为 插值 节点 的 插值 多 项 式 。 
(证 毕 ) 

上 述 定理 表明 ,只 要 适当 地 选取 插值 节点 ,通过 插值 法 就 可 获得 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 。 设 
f(z)ECL 一 1, 十 1j, 其 在 ms,…yzs 上 的 插值 多 项 式 为 PCz), 则 


ee 如 和 <- Sy PR We 


= 三 久 I (z) (8. 126) 


因 | f*1?(z) | 在 [一 1, 十 1J 上 的 最 大 值 是 确定 的 ,所 以 要 减 小 R,(z) ,唯一 的 途径 就 是 使 多 项 
式 I[,+1《z) 的 最 大 绝对 值 为 最 小 。 因 ,41 (Cx) 为 最 高 次 星系 数 为 1 的 多 项 式 ,因此 可 令 
I 一 到 aco = Ton Cz) (8. 127) 


就 能 使 1[,+1(z) 具 有 最 小 偏差 ,这 表示 应 取 Tri(z) 的 零点 zx;(i 二 0,1,2,…,n) 作 为 插值 节点 
就 能 使 


max, i ‘(zt— 7x)| 一 max, | T(z) | 
达到 最 小 值 1/2" ,这 时 相应 的 余 式 有 以 下 估计 
RDI< [mpi |= [Fe Tn 
= Ce Tun (zx) Eg | Car | (8. 128) 


注意 ,如 果 C+1 一 0, 则 插值 节点 应 在 更 高 次 的 切 比 雪夫 多 项 式 的 零点 集 上 选取 ， 通常 是 取 
Ttz (zx) 的 零点 集 作为 插值 节点 。 比 如 f(x) 为 奇 函 数 或 偶 函 数 的 情况 就 是 这 样 。 
若 FGz)ECLa,o, 可 作 变 换 


志 二 下 网 十 是， 全 [ 芭 避 二 E 上 1 十 杂 (8. 129) 
2 2 


I = (55) -Ga 


取 全 ,11() 的 零点 


2k 十 1 i 
te 二 COS 20n 2a DD™ (k=0,1,2, ,71) (8. 130) 


代 人 式 (8. 129) 得 插值 节点 
村 2cos 5 各 十 ntste (k=0,1,2,.,n) (8.131) 


相应 地 


max| [TL ,C2)|< 全 方 (8. 132) 


< 全 全 | |= On | nt] (8. 133) 
按 式 (8. 131) 的 插值 节点 建立 的 插值 多 项 式 可 作为 f(z) 在 La,5] 上 的 近似 最 佳 一 致 过 近 多 项 式 。 
5. 3.4 缩短 寡 级 数 法 
一 般 情况 下 ,函数 f(z) 在 [一 1, 十 1J 上 的 台 劳 级 数 是 容易 得 到 的 , 当 很 大 时 ,偏差 
max, | fz) 一 PCz) | 


<zr< 


也 能 很 小 ,但 误差 分 布 极 不 均匀 ， 目 方 次 较 高 。 为 改善 它 ,可 利用 切 比 雪夫 多 项 式 的 极 性 ,对 台 
劳 级 数 的 部 分 和 进行 改造 ,将 它 的 高 次 短 减 缩 下 来 ,同时 使 误差 分 布 更 加 均匀 ,方法 如 下 。 
对 指定 的 误差 限 s, 先 对 函数 进行 台 劳 展开 得 


P,(z) 一 ao 十 az 十 … 十 aazn 二 az" 十 Pri(z) (8. 134) 
其 展开 的 次 数 可 以 高 一 些 ,项 数 就 相应 地 多 一 些 , 使 余 式 的 误差 满足 
|R.(7) | <e (8. 135) 


以 后 使 用 切 比 雪夫 多 项 式 将 P.(z) 的 方 次 降低 一 次 得 到 Puo_b 《zx) ,计算 公式 设计 如 下 。 令 
An_1 (Zz) = P, (Zz) 0 Pi) (ZX) 
= anz” 十 Pr (Zz) 3 Pc (Zz) 


— a [* 于 这 (wy ee Pn ] (8. 136) 


Qn 


上 式 方 括号 中 是 一 个 最 高 次 寡 系 数 为 1 的 n 次 多 项 式 , 若 取 


t+ ES Pb T(z) = T(z) (8. 137) 
时 , | A,_1(7) | -~ 王 min。 由 (8. 137) 式 可 求 出 
Pp CX) = Pi(7)C— T(x) (8, 138) 


a 
按 上 式 求 出 的 Pio_w《z) 就 是 P, (x) 在 [一 1, 十 1 上 的 n 一 1 次 最 佳 一 致 允 近 多 项 式 , 其 间 的 误 
差 为 


| py i | St (8. 139) 


921 


因 | fC2)—Pro py C7) | | Ac 一 PCz)‖ st | PCz)— Pr C7) || ~ 
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ee 1 (8. 140) 
车 6 十 se, 这 时 用 Po (xz) 作为 f 《z) 新 的 逼近 多 项 式 ,其 次 数 已 降低 一 次 。 再 由 PP (z) 出 
发 ,将 它 表 为 n 一 1 次 多 项 式 的 形式 后 ,用 同样 的 方法 , 若 忆 十 se :十 se_s<e, 则 Po_w (z) 可 再 
降低 方 次 一 次 ,继续 推导 ,一 直 做 到 次 数 不 能 再 降低 为 止 ,此 时 得 到 的 多 项 式 设 为 已 (z) 
(m<<n) ,其 对 于 f(z) 的 误差 满足 
| fl/z) — Pn C7) | Staite en Se (8. 141) 
例 8.11 求 f(zx)==e 在 [一 1, 十 1] 上 的 三 次 缩短 多 项 式 ， 
解 若 取 4 次 台 劳 多 项 式 
Plan 一 1+z 十 于 十 健 十 攻 (8. 142) 
按 式 (8. 138) 得 
Pis(t)= P(r) lH 7 Cy 


一 0.994 792 十 zx 十 0. 541 667zx? 十 0. 166 667zx 
若 取 5 次 台 劳 多 项 式 时 ,可 得 


Gl 十 名 十 每 十 到 -十 车 {十 六 (8. 143) 


PssCz)— Ps(z)— aor Cn 


一 1 十 弛 z 十 去 zx 十 部 十 到 x 


在 Psa (7Z) 基 础 上 再 降 一 次 
Pss(z)= Pa lz) 一 1 


1 (xz) 


一 0.994 792 十 0. 997 396z 十 0.541 667z2 十 0. 177 083z3 
直接 计算 
| ee 一 Pis(z) || -一 0.015 2, || er 一 PCz) || < 一 0.007 3 
由 此 例 可 见 , Pn (z) 对 同一 ze, 次 数 越 大 ,P,。(z) 逼 近 f(z) 的 程度 越 好 。 


5.4 里 米 兹 算法 


设 所 ceCte, 们 ,为 求 其 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 P; (z) ,由 切 比 雪夫 定理 看 出 ,关键 在 于 找到 
具有 (xz 十 2) 个 点 的 切 比 雪 夫 交 错 点 组 。 如 果 这 个 点 组 找到 了 ,那么 由 4A* (z) 二 f(z) 一 P: (z) 在 
上 述 偏差 点 上 的 等 幅度 振荡 特性 ,就 可 得 到 以 下 等 幅度 振荡 方程 组 

A(zi) = fz) — ae tat sitar zr?) = (— 1)ioE,(f) 
(0 = 土 1,7 二 0,1,2,…,n 十 1) (8. 144) 
它 是 关于 E,《( 几 ,a ,a? ,…,ax 的 nn 十 2 阶 线性 方程 组 , 它 有 唯一 解 ,从 而 求 得 P+ (zx) 和 
E.(f)。 
但 是 寻找 切 比 雪夫 交错 点 组 并 非 易 事 ,哪怕 对 于 低 次 的 P; (z) 都 很 困难 。 切 比 雪夫 定理 
启发 人 们 利用 极 值 条 件 寻 求 切 比 雪夫 交错 点 组 ,里 米 效 于 1957 年 提出 了 一 种 逐次 校正 偏差 点 
的 近似 求 取 P* (zx) 的 方法 ,通常 称 为 里 米 效 算法 。 


数值 分 析 


RE 
5. 4.1 里 米 兹 算法 步骤 
里 米 兹 算法 由 以 下 几 个 步骤 组 成 。 
@ 首先 确定 出 F(z) 在 [a, 刀 上 的 近似 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 PCz) ,一 般 可 取 f(x) 在 
[a,5] 上 的 截断 切 比 雪夫 级 数 


Po (x) 一 去 GC en es ,EW ee (8. 145) 
作为 P* (x) 的 零 次 近似 多 项 式 ,并 取 其 极 值 点 集 
b— ] 。 
To 一 2 寺 ? 十 Facos -Ae (i = 0,1,2,e on 十 1) (8. 146) 


作为 切 比 雪夫 交错 点 组 的 零 次 近似 。 
加 令 PS (zx) = 3 “为 PP (z) 的 > 十 1 次 近似 多 项 式 ,其 交错 点 组 近似 地 取 为 
zj = 0,1,2," wi 建立 等 幅度 振荡 方程 组 
A y = Fa) Da PT 


C7 一 0， 和 2,°° ,nn 十 1) (8. 147) 
其 中 Es+? 为 下 。( 户 的 > 十 1 次 近似 值 。 令 AD 一 aES TD , 则 式 (8. 147) 可 以 改写 为 


Dz? art 十 (一 DerD 一 xz) 0 一 0,1 2 十 1) (8.148) 
这 是 n 十 2 个 未 知 数 afgrrD (RE 一 0,1,2,…,2 和 AerD 的 线性 方程 组 ,写成 矩阵 形式 为 


(7) 
1 zh 2 [zx 1 afr+D jz ) 
1 zn … 了 一 1 三 i 
CrH1) 鸭 
Un 
1 Lg, wt (rtl) fx 


上 式 的 系数 矩阵 的 行列 式 类 似 于 范 德 蒙 行列 式 ,可 以 证 明 , 在 xz” 互 异 的 条 件 下 ,方程 组 有 唯 
一 解 ager+D (ER 一 0,1,2，… 7D) 和 于? 。 

@ 在 求 得 P+?(z) 的 基础 上 ,再 将 误差 函数 A-+ (z) 的 局 部 极 值 点 由 zx)? 修改 为 zx” 
(二 0,1,2,…,n 十 1) ,修改 方法 见 5. 4. 2。 

@ 用 相 邻 两 次 近似 值 之 差 | zx? 一 zx | 或 |alt? 一 a? | 或 |x9+? 一 py | 满足 一 定 精度 
要 求 为 迭代 终止 条 件 , 若 满足 终止 条 件 , 停 止 达 代 , 取 PY+? Cz) 为 Pi (x); 否 则 7r 增 1 后 转 @. 

5.4.2 交错 点 组 的 调整 方法 

关于 由 zx? 二 0,1,2,…,n 十 1) 调 整 为 z/T 了 (==0,1,2,…,n 十 1) 的 方法 有 以 下 两 种 。 

(1) 单 点 交换 法 

它 用 达到 A411(z) 上 -的 偏差 点 z 取代 zx 站 GG 二 0,1,2,…,n 十 1) 中 的 某 一 点 而 其 余 点 保 
持 不 变 来 构成 新 交错 点 组 的 方法 。 具 体 处 理 法 则 如 下 。 

@ 当 z ELayz8?) 时 , 若 Ami(z8?) 与 Ari(z) 同 号 , 则 用 xz 代替 zx8? 而 其 余 点 保持 不 变 
而 构成 新 的 交错 点 组 {x4T? ) ; 若 异 号 , 则 取 新 交错 点 组 为 {zt?} 二 {x 8? ,xz 仆人)。 

@ 当 zeE(eiO 时 , 若 A-(z3) 与 AhGCz) 同 号 , 则 用 并 代替 zx 中 1 而 其 余 点 保持 不 变 而 构 
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es 
成 新 的 交错 点 组 {zfrtp } ;车 异 号 , 则 取 新 交错 点 组 为 {2 ) 二 {Zz za) 

@ 当 zE CzP ,xz 罗 RD) 时 , 若 AniCzP) 与 A(z) 同 号 , 则 用 工 代 蔡 z)? ;否则 用 之 代替 
xz 名 而 其 余 点 保持 不 变 来 构成 新 的 交错 点 组 {z+ 了) 。 

(2) 多 点 交换 法 

这 种 方法 使 用 Ai(z)? 的 多 个 局 部 极 值 点 或 局 部 最 大 值 点 分 别 按 单 点 交换 法 中 法 则 依次 
代替 {zgo } 中 的 某 些 点 或 全 部 点 来 构成 新 交错 点 组 的 方法 。 它 比 单 点 交换 法 有 更 高 的 效率 。 

关于 Ara(z) 在 [a, 执 上 的 局 部 极 值 点 或 局 部 最 大 值 点 的 求 取 方 法 可 采用 以 下 几 种 方法 。 

OQ 切线 法 : 

设 Au(z) 在 [a,6] 上 有 连续 的 二 阶 导数 , 则 极 信 点 应 满足 


AHaGz) 一 0 (8. 149) 
应 用 切线 法 于 xz)? 点 得 zx” 近 旁 的 近似 局 部 极 值 点 
x = zx — HCE = zp 十 Br (8. 150) 
A Cx} ) 
上 述 公式 只 适用 于 内 偏差 点 的 场合 
@ 抛物 线 法 : 
对 于 每 一 个 zi? 点 来 说 ,车 其 为 内 点 时 , 取 
1 一 x 
了 一 7 十 cz 名 — x 人 (8. 151) 
wo—= ZX —a(zP —z) 
其 中 0 过 a 二 1。 对 于 zi , 它 可 能 为 内 点 亦 可 能 为 左 端点 a, 可 如 下 取 法 
uo= zr 
v= x) 二 +a(zxf? — zx) 
本 zh? 十 BCzfP 一 7 )， zi 一 二 心 (8. 152) 
Xx —a(lzl? —a), xX? >a 
其 中 0<a,B=1 ap; 同 法 ， 对 Zz 四 来 说 可 取 
& 一 ZX 多 | 
ee (8. 153) 


ZW 一 Hz 一 zZPP)， Ti 一 2 
=“ 协 十 al5 一 z 保 )，z 纺 之 6 
建立 如 下 数值 表 表 8. 9。 
表 8.9 


和 拉 格 朗 日 插值 公式 
_ (rz—W) (ze) (ZC— ro w) 
Td eo Ce Hh Ce gn md Mk 


(并 一 2) (并 一 也 ) 
(一 2 一世 ) 


人 -HH (vw) (8. 154) 


为 求 极 值 点 ,对 L(xz) 求 导 得 


/ 2 和 一 & 一 岂 2 一 一 也 
L ;2(z) = DA (rw) tr (区) 十 


2X—U—w 
(vO— Wu) (v— At Ce 


对 上 式 用 《ww 一 ww) (wu 一 四 (v 一 w) 乘 后 令 其 为 0 得 
(2T—Uu—O um vA) 27z Ovo WV WwAN N+ 
(2z 一 4 一 思 )(w 一 zz)A Co 一 0 


即 
2z[ (uO— WAC vow A wo— wu A (v) J 

二 一 (《z2 3 了 )A-H (vw) 十 (这 3 wp )A-H (wu) 十 (wi 3 we )A-H (v) 

解 得 极 值 点 为 
oD 一 1 (ww? 二 VA (w) 十 (vw — vw Arn (wu) 十 (re 还 可 WU) An (v) 
" 2 (uC— VA (tw) 中 (v— Ww) A (wu) 十 (w > UA (v) 
二 诗 @w 十 人 十 各 一 加 加 一 加 [hn Go 一 Avn()] (8. 155) 

其 中 d= (Uu—v) A (vw) 十 (v—w)Arti (u) 十 (wo—u)Artl (v) 


当 u,v,w 的 值 十 分 接近 时 ,d 的 值 很 小 或 等 于 零 , 这 时 运算 误差 较 大 ,可 处 理 如 下 


(w+,d =0 
ZtD 一 


至 Cx 十 芝 二 如 一 加 他 一 只 [A (w) Ey We ee a RD 


(8. 156) 
当 上 述 zy+? 算得 后 ,还 要 检查 zf E[a,6b] 否 ? 当 x ?ELa,5] 时 ,x 应 由 4,v,w 三 个 中 
按 其 对 应 的 |A,+1(Cz) | 为 最 大 的 原则 来 选 定 ; 当 zfT? EL[a, 旭 时,z 应 由 ,v,w,zxf? 四 个 中 
按 其 对 应 的 |A,+1(zx) | 为 最 大 的 原则 选 定 。 在 极 小 值 或 局 部 最 小 值 的 情况 下 ,可 仿 此 处 理 。 
@@ 成 功 - 失 败 法 ， 
此 法 根据 xz)” 为 极 大 或 极 小 值 点 特性 确定 成 功 的 标志 。 在 极 小 值 或 局 部 最 小 值 的 情况 
下 ,成 功 的 判别 标志 为 下 山 条 件 , 否 则 为 上 山 条 件 。 以 极 小 值 为 例 ,为 求 AH (z) 的 极 小 值 或 
局 部 最 小 值 , 设 从 x 二 A 出 发 ,适当 选择 步 长 h, 计 算 AH CA) 与 Ai (A 十 h) 并 处 理 如 下 ; 当 
AHCA 十 由 二 A (A) (下 山 条 件 ) (8. 157) 
满足 时 ,将 A 十 h 作为 新 的 A, 步 长 h 改 为 oh (a>1); 当 下 山 条 件 不 满足 时 ,A 不 变 , 步 长 改 为 
一 Ba(0 二 8<1)。 继 续 计 算 AH CA) 与 AH (CA 十 站 , 同 法 检验 下 山 条 件 及 进行 有 关 处 理 , 直 到 
h 的 值 在 某 个 给 定 的 小 范围 内 为 止 ,此 时 可 认为 x = 二 A 是 极 小 值 点 或 局 部 最 小 值 点 。 
5. 4.3 ”里 米 兹 算法 的 收敛 性 
设 Px (z) 的 零 次 近似 多 项 式 为 Pi (z), 其 误差 函数 在 零 次 交错 点 组 xz? (j= 二 0,1,2,…， 
n 十 1) 上 的 值 为 
Ao(zf) = fz?) 一 Po (zf ) G 一 0,1, 2 十 1) (8. 158) 
另 设 Po (z) 为 Pi (z) 的 一 次 近似 多 项 式 ,其 误差 函数 Al (z) 在 零 次 交错 点 组 {zfgo } 上 的 等 幅 
度 振荡 方程 组 为 


第 八 章 “” 画 数 还 近 


Ai(zf) = f(x) — PP) 一 (一 1)76 ED 


(8. 159) 


(8. 160) 


由 式 (8. 158) 知 
fr ) = Ao Cx 7 十 PW Cz ) 
代入 式 (8. 159) 后 整理 得 
Me) P= PP Oo) = A Do Cr a = CoE 
k=0 
或 (—DioE® + Sr) A =A lz?) =0,1,2,%,ntl) 
上 式 可 用 和 矩阵 形式 表 为 
1 1 Zz (zt )2 (zf 7) Ao (zx ) 
= 1 (9 (x )2 (zf I Abo (2 上 
(一 DP 1 zz 各 (ZY (zB )” Ao (zd) 
解 出 ocEs? 得 以 下 表达 式 
A lz) 1 ZX 《60 72 (TY 
Auo(zio ) 1 zx) 《0 7)2 [C2 
i AoCzP1) 1 TP 工人 中 9 )? (Cx. )” 
1 1 x 人 Cz)” 
—1 1 ZI er ye Cay 
《一 | , zl, Cz, 72 (zx )” 


上 式 按 第 一 列 元 素 展开 行列 式 得 


oF 


D+D++Dn 
式 中 ,D; 是 范 德 蒙 行列 式 , 这 种 行列 式 可 以 分 解 为 不 为 零 的 因子 (x 人 0 一 xz) 之 积 。 例 如 


D, = 


可 以 分 解 成 下 列 诸 因子 之 积 . 


(zx = XT) ) (xz PEs Zz ) 二 (zx eg zs ) (Zz 


(ze — Zz) x 一 


1 zo 
1 zy 

(0) 
1 Tntl 


(zx! 


《2 


(zx 


即 DD 二 了 (zs? 一 xz?)0。 仿 之 可 求 得 


1<&p<qent-l 


《0) 72 


$0 )2 


(0) 二 


(2 


(2 


(za 


_ Bat) — Dh) + Da) + + (DT DnA (rg) 


(0 一 Zfo ) 


Zz ) rH 一 


xh) 


(zl i Zz ) (zx? = fo ) 


(C2 ce zo ) 


(8. 161) 


数值 分 析 


te ee 


D= 1 (x —z0)>0,，i=1,2,…,ntl 
0<p<aqentl 


其 中 开 ' 表 示 式 中 缺 xz? 项 (正如 Do 中 缺 zi 项 一 样 )。 今 对 (8. 161) 式 的 分 子 分 母 同 用 
(zx 一 Zz? ) 除 之 ,得 


0<p<a<ntl 
ED = doAo zh) — diAo (x) + dAo (rH) + 二 DdnAo lz ) (8. 162) 
ao 十 di 十 … 十 Gen 
式 中 
1 
本 
显 见 中 >>0。 由 于 Ao(z) 在 交错 点 组 {z2” } 上 的 符号 交替 改变 ,所 以 (8. 162) 式 可 化 为 
an 
Dd; [An (zf9 ) | 
六 ， o = sgnAo (zo ) (8. 164) 


j=0 
上 式 表明 EY 是 对 | Ao (zi ) | 9 |Ao (zf ) | 2 |Ao (zf1) | 加 权重 do di， m+1 后 的 算术 
平均 值 ,因此 这 个 平均 值 必 满 足 


Ao EV<Lo (8. 165) 
Er (0) 本 (0) 
其 中 Ao=, min ,|AoCzg) | ， Lo ax, | Ao lz ) | 
| No (1) a (D 
同样 Ai 这 [Ai 《2 ) | yd ax, A (zx} ) | 


因 E? 是 A1(z) 在 零 次 交错 点 组 zx? (17 一 0,1,2,…z 十 1) 上 的 函数 绝对 值 ,一 般 zx? (j= 二 0， 
1，2，… ,7 十 1) 不 是 Ai (Zz) 的 极 值 点 ,所 以 应 有 以 下 不 等 式 


EV <A (8. 166) 
综合 式 (8. 165) 和 式 (8. 166) 得 
Ao EV<A (8. 167) 
一 般 应 有 
A; < Et < LL (8. 168) 
有 一 ED < 一 Ai (8. 169) 
Een be (7 和 (x 
其 中 A=, min IA ) | ,L; ax, | Ai Cx ) | 


由 于 Et? 是 P49? (z) 在 i 次 交错 点 组 zx 二 0,1,2,…,n 十 1) 上 的 最 佳 副 近 值 , 记 i 次 交错 
点 组 为 ;; 则 有 以 下 关系 式 
EitD 一 max| fz) 一 PG+D (x) | 
<max| f(z) 一 P? (zx)| (因为 Pi+rD(z) 是 * 上 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 ) 
<max| f(z) 一 P* (xz)|( 局 部 极 大 值 二 整体 极 大 值 ) 


=E,(f) 
由 此 获得 以 下 不 等 式 
Et < E,(f) (8. 170) 
当 * 为 切 比 雪夫 交错 点 组 时 ,上 式 中 的 等 号 成 立 。 因 A;(z) 并 非 A* (x) ,显然 有 以 下 不 等 式 
Ef<L (i=0,1,2,.…) (8. 171) 
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在 以 上 关系 式 的 基础 上 ,我 们 来 证 明 里 米 兹 算法 的 收敛 性 。 由 关系 式 (8. 168) 知 , 必 存 
在 有 0 二 9<1, 使 满足 下 式 
ED —A;> (1—ODL— A) (8. 172) 
利用 式 (8. 169) 和 式 (8. 171) 可 将 上 式 化 为 
Am—A;> (1—DE,() — A,) 
即 得 E.(f)—Ar<AE,Cf)—A.,] 
反复 利用 上 式 可 得 
E.(f)—Ain <E,N—A<FLE, A)—A 1]<…<oNE,(f)—Ao] 
对 上 式 取 极 限 可 得 
limAm = E,(/f) (8. 173) 
由 式 (8. 168) , 式 (8. 170) 、 式 (8. 172) 可 得 以 下 不 等 式 
LEND<L-A<E < 
推 知 limL;=E,(f) (8. 174) 


综合 式 (8. 173) 与 式 (8, 174) 知 ,用 里 米 效 算法 获得 的 近似 多 项 式 PO (zx) ,POD (z)… 收 敛 于 最 
佳 一 致 逼近 多 项 式 P* (zx)。 


例 8.12 求 f(z) 一 Vz 在 [ 闻 ,1] 上 的 一 次 最 佳 一 致 表 近 多 项 式 Pi (zx) 二 a; 十 of z。 
解 令 


1 
a 4 1 十 用 313 = 0.375 十 0.625 (8. 175) 
2 2 Be eu : . 
其 中 一 1 志 : 志 十 1。 则 
flz) = fC0. 375t+0. 625) = F(t) = V0 3751+0. 625 (8. 176) 


设 Fo 在 [一 1, 十 二 上 的 一 次 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 为 Pr (z) 二 WW 十 Yt, 它 的 零 次 近似 多 
项 式 可 取 下 列 F(z) 的 切 比 雪夫 多 项 式 展开 式 


(0) 
Pfo CD) = 全 + 6 TC) (8. 177) 
取 Te (2) 的 零点 
二 565 2 lr Ci 1,2) (8. 178) 
计算 得 与 一 cos 亚 一 0. 707 11， =cos 3 A= 一 0 707 11 


由 式 (8. 95) 中 取 2 一 1 算得 
6 = V0.375 X 0.707 11++0.625+ v0.375X(—0.70711) 二 0.625 = 1. 543 34 
6 = 0.707 11 x V0. 375 xX 0.707 1 十 0.625 十 (一 0.707 11) x 


V0.375 Xx (—0.707 11) 十 0.625 = 0.242 98 
所 以 Pi (1) =0.771 67 十 0. 242 98z 《8. 179) 


Aolt)= v0.375t+0, 625—0. 771 67 一 0. 242 98z (8. 180) 


数值 分 析 


今 取 Tz (2) 的 极 值 点 
二 = cos 记 = 3 (8. 181) 
作为 Ao(2) 的 交错 点 组 ,计算 得 
io = cos0 一 1， zt = cos 也 =0, =cosno——1l (8. 182) 
因 到 (划一 一 0.035 156 25(0. 3754 十 0. 625) -+5 


在 区 间 [ 一 1, 十 1j] 上 不 变 号 ,所 以 误差 函数 是 标准 的 误差 函数 , 则 端点 土 1 均 是 偏差 点 且 偏 差 
点 个 数 为 1 十 2 二 3 个 。 令 P? (2) 的 一 次 近似 多 项 式 为 PP? (2) = 二 5699 十 b89z, 在 交错 点 组 
(8. 182) 上 建立 A1(z) 的 等 幅度 振荡 方程 组 
V0.375 XC—1)+0.625— [6 十 2D X (一 1D)] 一 AP 
V0.375X0+0.625— (C6? +o x0) 一 一 Ap (8. 183) 
V0.375 X10.625— (6 十 8 x1) = yp 
式 中 , yf? 为 Ef? 的 代数 值 , 它 等 于 十 Ef? 或 一 Ef? 。 求 解 (8. 183) 式 得 
bi? = 0.770 28， bf = 0.25, pf? 一 一 0.020 28 
PfD (7) = 0.770 28++0. 25¢ 
按 式 (8. 150) 得 
tt = tf 二 人 (r= 0,1,2,.) (8. 184) 
0.187 5 
Bh 
_ 《0. 375zf? +0. 625) (0. 25 V0. 375sf7 +0. 625 一 0. 187 5) 
0. 035 156 25 
以 如 代入 上 式 得 8492 一 一 0. 180 31, 所 以 
人 一 如 十 &fio 一 0 一 0.180 31 一 一 0. 180 31 


一 0. 25 


(8. 185) 


tt? 一 一 1 (8. 186) 
th? = 二 1 
令 PP2 (一 8622 十 622 尺 建 立 As(z) 在 交错 点 组 (8. 186) 上 的 等 幅度 振 功 方程 组 
V0.375 XC—1) +0.625— [6 十 b2 x (一 1)] = yf? 
V0. 375 xX (—0. 180 31) +0. 625 一 [8%2 + bf* x (一 0.180 31)] 一 一 Ap42 
V0. 375 xX 1+0.625— (6b? + 06? x1) = M2 (8. 187) 
解 得 822 = 二 0. 770 83， 5f2 二 0.25， yf2 二 一 0.020 83。 则 
Pf? (#) = 0. 770 83 十 0.25t 


计算 1? =0. 013 48 
好 2 一 z 十 宜人 D 一 一 0. 180 31 十 0.013 48 一 一 0.166 83 
ti? =—1 (8, 188) 
t=1 


令 PP (zx) 一 bf? 十 bf9z, 建 立 As(z) 在 交错 点 组 (8. 188) 上 的 等 幅度 振荡 方程 组 , 同 法 可 解 
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得 6? 二 0.770 83,6f3 一 0. 25,p 人 一 一 0.020 83。 这 时 系数 的 数值 已 稳定 到 小 数 后 第 五 位 , 取 

Pr (zx) = 0.770 83 十 0. 25 (8. 189) 


y -一 0 625 
:一 “0.375 


代 人 (8. 189) 式 得 


P? (z) = 0.770 83 十 0. 25 x = 0. 666 67 十 0.354 16z 


习 题 八 


8.1 试用 最 小 平方 逼近 法 ,求解 下 列 超 定 方程 组 

21 十 2zs 一 人 

2zl 十 zz 一 5 

2zl 十 2zs 一 6 

一 2 十 2zz 二 2 

32z1 一 2a 一 全 
8. 2 求 下 列 函数 在 指定 区 间 上 的 一 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 。 
(1) FGz) 一 妇 一 2z 十 3,L0,1] 


一 圭 
(2) f(z)== ,L1,3] 


(3) f(z) 一 e“， [0 》 1] 
(4) fz)=cosrz,[L0,1] 


8.3 给 定数 据 表 
一 


求 1,2,3,4 次 最 小 平方 逼近 多 项 式 。 
8.4 给 定数 据 表 


1.841 9 2. 963 3 18. 236 0 98.741 0 529. 217 8 


求 形 如 ae 的 最 小 平方 拟 合 函数 。 

8.5 用 正 交 多 项 式 的 最 小 平方 逼近 方法 , 求 下 列 函 数 的 三 次 多 项 式 拟 合 曲 线 。 

(1) FGz) 一 cosz， Zz;=0.27 (7 一 0,1,2,3,4,5) 

(2) f(x)=lnz, z;=1+0.2; (=0,1,2,3,4,5) 

(3) F(z) 一 ez， Ti 一 0.21 (=0,1,2,3,4,5) 

8.6 设 在 0 过 z 秋 1 上 给 定 PC(z)==1 一 z 十 xz! 一 x 十 x , 试 在 容许 误差 0. 008 的 要 求 下 降 
低 P(z) 的 次 数 。 

8.7 求 函数 f(x) 二 arcsinz 在 xE[L 一 1, 十 1] 上 按 切 比 雪夫 多 项 式 的 展开 式 。 

8.8 ”利用 切 比 雪夫 多 项 式 零 点 插值 法 , 求 下 列 函数 的 三 次 近似 最 佳 一 致 台 近 多 项 式 。 

(1)f(x)=arctanx, XxELO—1,++1] 

(2)f(z)=ze *, ZzEL[O,1.5] 

8.9 用 缩短 寡 级 数 法 , 求 f(z) 一 sinz 在 [一 1,1] 上 的 三 次 多 项 式 , 使 误差 <0. 005。 

8.10 求 函 数 FCz)= V1I 十 到 在 [0,1] 上 的 一 次 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 。 


| 
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8. 11 设 在 区 间 [一 1, 十 1] 上 f(x) 一 1 一 去 x 一 寺 戏 一 沪 如 一 下 sx 一 zi, 试 将 f(z) 


8™ 24” 385” 3840 
降低 到 三 次 多 项 式 , 并 估计 误差 。 
8.12 设 fz)==xt 十 3x 一 1, 在 [0,1] 上 求 三 次 最 佳 一 致 副 近 多 项 式 。 


8.13 求 sinz 在 [0,-3] 上 的 一 次 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 并 估计 误差。 
8.14 求 e 在 [0,1] 上 的 一 次 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 , 并 估计 误差 。 
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n 阶 方 阵 4 的 特征 值 问题 由 AX—XX (9. 1) 
或 [A—A]X=0 (9. 2) 
确定 , 式 中 4 一 MT 称 为 4 的 特征 和 矩阵 ,IT 为 单位 矩阵 。 满 足 (9. 1) 或 (9. 2) 的 A 和 非 零 向 量 站 分 
别称 为 矩阵 4 的 特征 值 和 相应 于 4 的 特征 向 量 。 因 (9. 2) 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 , 它 具 有 非 零 
解 的 充 要 条 件 是 下 列 特征 行列 式 等 于 零 


ail 一 人 a dyn 
a 一 4 az 

det[A _ 7] 二 隐 GQ22 2 二 0 C9.3) 
Qnl Qn2 一 人 


将 上 式 的 行列 式 展开 后 可 得 到 以 下 代数 方程 
f= (一 1 一 ac 十 ohr2 十 十 (一 1)"o，] 


一 ao 如 十 ai 十 … 十 CA 十 ar 一 0 《9. 4) 
称 为 特征 方程 ,其 中 
9i 一 ai 
;一 1 
[ea Qs QR 
人 Qi 
02 一 >， 9 03 一 >) Qj Qi 4 (9. 5) 
ic IQR Qi icj<k 
QE Ug 人 大 
On 一 | A | 


它们 分 别 是 对 角 线 元 素 的 所 有 一 阶 主子 式 之 和 ;所 有 二 阶 主子 式 之 和 直到 n 阶 主子 式 的 和 。 
表面 上 看 ,只 要 求 出 方程 (9.4) 的 根 ,进而 求 取 方 程 (9.2) 的 解 和 就 行 了 。 这 对 于 n 是 很 
小 的 整数 是 可 行 的 。 只 要 nn 稍 大 ,计算 工作 的 困难 程度 就 会 迅速 增加 。 并 且 由 于 计算 误差 , 展 
开 式 (9. 4) 未 必 就 是 精确 的 特征 方程 ,自然 更 不 必 说 求解 式 (9. 4) 与 式 (9. 2) 的 繁重 了 。 
本 章 仅 对 实 和 矩阵 进行 讨论 。 


$1 和 医 法 和 反攻 法 


1.1 宪法 


竹 法 主要 用 来 求 一 个 和 矩 阵 的 模 为 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 的 方法 , 它 虽 不 是 一 个 
一 般 的 方法 ,但 在 许多 场合 是 有 用 的 。 
假定 |4| 有 个 线性 独立 的 特征 向 量 V; C= 二 1,2… ,7) ,它们 形成 4 维 空间 的 基 , 则 该 空间 
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的 任何 向 量 入 可 唯一 地 表 为 


下 一 CGIVi 十 cyV 十 … 十 cryY， (9. 6) 

取 初 始 向 量 为 % ,并 也 有 表达 式 
Xo 一 aVI 十 aeVa 十 … 十 orV， (9.7) 
计算 Ki = AX, (k= 0,1,2.") (9. 8) 


获得 迭代 序列 { 马 }, 然 后 ,依据 选 代 序列 中 存在 于 和 迭代 值 间 的 关系 , 求 取 按 模 最 大 特征 值 及 特 
征 向 量 的 近似 值 。 以 下 分 不 同 的 情况 进行 分 析 。 

(OD 二 ll 宇 [| 宇 … 宇 | | 情况 

任 取 一 初始 向 量 

Xo = aiVi 十 QazVz 十 …: 十 anyY， 
计算 迭代 序列 
Xi 一 人 AX (一 0,1,2，…) 
因为 ” 素 王 4Xo 一 ak4V 十 oh4Va 十 … 十 AT 
= aAiVi 十 QsA2V2 i 十 QAnV, 


A 
一 和 [La 十 FV 二 二 a, hay,] 
A AI 
下 ?一 4X1 一 人 [LaAW 十 az &aV: 十 … 十 om iehV,] 
一 人 [LaiVl 十 as Thy 中 十 坟 2 na | 


一 Ma + (外 ) v+- 人 


瓦 一 [my 十 os 人 ( 逢 VW 二 十 a 低 ) 了 ] 
2 AMaVi (及 足够 大 时 ) 


同样 bp 人 A 针 1 QVi 

则 光一 >X( 即 两 个 向 量 任何 一 个 分 量 比 的 极限 都 为 入 1) C9, 9) 
pws 
Q@ 适 代 的 终止 条 件 。 


对 于 下 =[() (于) ，,…, (XY),] 和 Kiti = [CR (CH (Xi ], 按 (9. 9) 
式 计 算 时 ,可 先 计算 相 邻 两 个 迭代 向 量 对 应 分 量 之 比 ， 


CeH 7 a (KHD NY 二 
《六 一 (Ai ); U = lg25s ,171) 


(Kte)i; _ yn) Ss ee 
Cp ); (7 = 1,2, ,71) 


(9. 10) 


再 按 | 一 0 有 <s GO=1,2,.,n) (9. 11) 
进行 控制 ,在 满足 精度 要 求 下 ,可 取 


A = cA) (9. 12) 
n f=1 


@ 为 能 求 得 按 模 最 大 的 特征 值 1 ,要求 Xo 中 的 a 了 冯 0。 当 m= 二 0 时 , 即 和 % 与 为 直 交 

的 情况 。 一 般 情况 下 可 设 存在 有 i, 当 4 二 二 … 二 ;1 一 0 而 “天 0 时 就 有 
Xo = oVi 十 asHVYaH 十 … 十 any 
则 用 敌 法 得 到 的 是 和 。 但 亦 有 如 下 的 可 能 , 即 当 a 二 0 时 , 因 舍 人 误差 的 原因 ,使 
AXo = MeVi tadV 十 … 十 AnVy， 

式 中 第 一 项 虽 小 ,但 经 很 多 次 迭代 后 仍 能 得 到 稳定 的 加 ,如 迭代 次 数 甚大 ， 可 另 选 初始 向 量 ， 
即 选 取 不 与 VV 直 交 的 向 量 为 初始 向 量 , 但 在 实践 上 无 从 判断 ,需要 通过 计算 实践 才能 发 现 。 

@ 式 (9.10) 中 的 比值 趋 于 入 的 快慢 取决 于 32/ | 值 的 大 小 。 

@ 式 (9. 10) 中 比值 变化 的 一 般 特点 是 单调 地 变化 ;如 果 (Xi); (8 二 0,1,2,…) 的 符号 发 生 
改变 ,一 般 也 是 正 负 相间 地 变化 。 

例 9.1 求 4 的 最 大 特征 值 


2 一 1 0 
A=|—1 2 一 上 
0 —1 2 


解 取 筷 =[1,0,0] ,按司 11 一 AX 算得 表 9. 1。 


629 280 
一 887 040 
625 184 


184 736 
一 259 808 
182 688 


Kit1)1/ Kr)1 
(Kit1)2/ CK )2 
Kiti1)s /Xr)s 


例 9.2 求 4 的 最 大 特征 值 


2 和 
A= 1 一 2 1 Xo 一 |0 
0 1 二 0 


解 按 XXin = 二 AX 计算 得 表 9. 3。 
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由 表 值 可 见 ,(X); 的 符号 随 着 的 增长 发 生 正 负 相 间 的 变化 。 

@ 在 计算 过 程 中 ,可 能 出 现 绝对 值 过 大 的 数 ( 当 | | 之 1 时 ) 或 过 小 的 数 ( 当 | | 一 1 时 )， 
为 避免 这 种 情况 的 出 现 ,实际 计算 时 ,可 对 每 次 迭代 所 求 得 的 向 量 作 归 一 化 处 理 。 因此 ,宪法 
实际 使 用 的 迭代 公式 是 


DF = AY., 
(9. 13) 
[i = 2 ， a = max| (Xea)i| 
J 


@ 因 1 Atia A ;所 以 可 以 取 x+ 作为 特征 向 量 六 的 近似 , 即 
Vi 四 (9. 14) 
例如 , 例 9. 1 中 ,与 为 对 应 的 特征 向 量 Vi 可 取 为 成 得 
Vi = [629280, 一 887040,625184]/ 
归 一 化 后 为 
: Vi = [0. 709, — 1,0.705]’ 
(2) 机 是 r 重 根 且 | 略 | 六 |AH | 宇 … 宇 14， | 情况 
当下 充分 大 时 , 同 法 可 得 
人 对 [aa Vi 十 aeVyz 十 … 二 arV,] 
Ki 全 [ayVi 十 ooVs +… 十 arV,] 


Xe 
总 A Al (9. 15) 
或 ~ © = 1,2,.,n) (9., 16) 


下 1 为 A 的 一 个 特征 向 量 , 它 随 不 同 的 Xo 而 异 。 为 了 获取 线性 独立 的 特征 向 量 ,可 利用 
伪 随 机 数 发 生子 程序 随机 地 选取 向 量 的 分 量 形成 线性 独立 的 初始 向 量 , 分 别 地 按 短 法 进行 从 
代 , 相 应 地 就 可 获得 儿 个 线性 独立 的 特征 向 量 。 

(3)1 二 一 A23;|N| 二 [|G=3,4,…,n) 情 况 

这 时 有 


Ken SM [mV 十 (一 1)t#laoV2] (9. 17) 
Kitz A 人 [ayVi 十 (一 1)42azVys] 
当 & 充分 大 时 ,和 迭代 序列 { 孔 } 旺 有 规律 的 摆动 ， 相 邻 向 量 的 对 应 分 量 之 比 也 总 是 波动 不 
定 ,Xz 与 下 xs 或 秆 与 和 el 几乎 仅 差 一 个 常数 因子 字 。 于 是 有 


=/ 2 (9. 18) 


人 对 [aVi 十 (一 1)*asV; ] 


04 数值 分 析 


由 式 (9. 17) 可 以 得 到 


已 人 KX, Ss 2A 针 1al W 
上 1 ClyYi (9. 19) 


bp. — A 人 (一 1)*t! 244+1azV? 
因此 ,特征 向 量 可 取 为 


的 2 Rit 十 和 六 (9. 20) 


Vs; 和 在 H1 — AlXK, 
例 9.3 按 寡 法 计算 下 列 矩 阵 


5 4 一 
4 一 |]1 8 一 
13 13 一 12 


按 模 最 大 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 。 
解 取 融 二 [1,0,0], 按 和 +41 一 4X 计算 得 表 9. 4。 


819 
1 092 


593 337 1 267 
Vi Xi 二 2X6 = |1 523| 二 2| 819|= |3161 
1 924 1 092 4 108 


593 337 —81 
Vs Ki —2X6 = |1 523|—2| 819|= |—115 
1 924 1 092 — 260 


(4)A1 二 Xs 二 pe? ,| 为 | 二 Pp 之 [hi| (i=3,4,…,n) 情 况 
因 4 为 实 矩 阵 , 当 特 征 值 为 苍 复数 时 ,其 相应 的 特征 向 量 也 有 共 思 关 系 Vi 一 Vs 。 初 始 
向 量 和 取 实 向 量 时 ,有 
0 二 QiVi 十 QzVz 十 aasyYs 十 十 anVY，。 
一 QV 十 QzVi 十 osVs 十 … 十 anyY。 
因 XX 为 实 向 量 , 所 以 上 式 中 & 与 a 亦 互 为 共 堪 量 , 即 
一 i 十 Vi 十 aaVa 十 十 QnV (9. 21) 
从 而 有 四 二 从 QVi 十 失 qi 十 和 aaVs 十 … 十 ManV 


第 九 章 ”矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 


= A (es)taVi +A(e* a 十 千 asVs 十 … 十 ManV， 


ap [Loe Va ey] (9. 22) 
(Ki) [Laie (Vi);+are (CVD 让 (9. 23) 
令 a (Vi )) 一 Re 
则 a V1);=a (VD 一 Re 区 
Ka) PLR es + ent )] 
= 2Rjo'cos( 二 9;) (9. 24) 


从 式 (9. 24) 还 难于 看 出 和 的 数值 及 符号 上 的 变化 有 什么 规律 性 ,但 由 


(Ki); Ss 2Riptcos( 肝 十 O) 
区 A 2Riotlcos[L(R 十 1)0 十 的 ] (9. 25) 
(Kit2); A 2Ript cos[ Ck 二 2)0++ gy] 
可 得 到 Kit2)i— MTA CR) ;TAA KE) 0 (j=1,2,.,n) (9. 26) 
记 一 Ga 十 jz ) 一 如 ,Mi 一 9, 可 得 
(Kit2); 十 力 (XeHDi 十 GO 2 0 (9. 27) 
对 充分 大 的 &, 式 (9. 27) 中 的 之 以 = 看 待 ,就 可 得 以 下 方程 组 
(Kir1) Pp + (Ki)jg —— Kies); (7 = 1,2,.%,n) (9. 28) 


或 改写 为 
aup+argq = 


Qap + a22q = bo (9. 29) 
anptanrg = 
式 (9. 29) 用 矩阵 表 为 
an Ql12 bl 
az Gzz |rp bs 
网 (9. 30) 
Qn Qn Ob 
或 4X=B (9. 31) 
Ql Ql12 要 
其 中 ， x= ‘Es (9. 32) 
wi i 9 sins 
dnl Qn2 b, 
对 式 (9. 31) 采 用 最 小 平方 法 求解 得 以 下 正规 方程 组 
A'AX = AB (9. 33) 
在 解 得 p,q 值 的 基础 上 ,就 有 
一 (四 十 42) 二 上 p 
ss 三 4 


即 ts 是 方程 必 十 PA 十 q 二 0 的 根 ,从 而 有 


2 
jh 一 一 去 十 \/ 丰 一 9， 2 一气 一 /对 一 q (9. 34) 
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-一 -一 一 一 一 一 
EEPROMEEYTRRIREEEEEE 一 EEC 一 2 


又 因为 Kt 一 人 2 大 as Atlo Vi 二 AtlgoV， 3 一 人 2 [eV 二 AbazV2 | 二 A (A1—Az )a Vi 
及 Rit —A1 XA At mV 十 入 tlaoVz | 一 A1 [Ato Vi 十 和 Mg2V2 | 一 入 (Xs —A1)a2V2 
因而 可 取 


Vi 2 Ki — A KL 
V2 A Ket 一 和 不 
在 实际 计算 中 ,需要 根据 迭代 序列 数值 变化 的 特性 来 判定 属于 何 种 情况 ,然后 才能 做 出 相 
应 的 处 理 。 如 果 迭 代 序 列 的 比值 (X11);/(X 和 ); 逐渐 趋 近 一 个 定 值 ,那么 这 个 定 值 就 是 4 的 
绝对 值 最 大 的 特征 值 *1 的 一 个 近似 值 。 倘 若 上 述 比值 总 是 波动 不 定 , 就 说 明 4 至 少 有 两 个 绝 
对 值 相等 但 自身 并 不 相等 的 特征 值 Mi 与 ,自然 这 个 论断 还 蕴含 有 各 种 可 能 性 ,以 141 | 一 
| 和 | 二 1 (3) 的 情况 来 讲 , 就 有 以 下 两 种 可 能 。 
@ 1 一 一 0 都 是 实数 ,那么 (Xs);/(X); 将 逐渐 趋 近 43。 
@ 如 果 下 式 


(9. 35) 


(Kuz ); 十 pK ); 十 gq (XX.); 
有 较 小 的 数值 时 , 则 可 考虑 为 属于 1 二 的 情况 。 若 均 不 属于 以 上 的 更 为 复杂 的 情况 时 ,使 用 
香 法 可 能 失败 而 难于 获得 所 需 的 结果 ,可 考虑 改 用 其 他 的 方法 。 


1.2 反 寡 法 


反 帘 法 是 计算 矩阵 按 模 最 小 特征 值 及 特征 向 量 的 方法 。 设 |4;| 关 0Gi 二 1,2,…,n), 于 是 
有 | 和 A| 二 和 Ah…:A 关 0, 所 以 A“!' 存 在。 由 AX= 二 XX 可 得 
A 二 3X = AX (9. 36) 
上 式 表 明 ,A4-! 的 特征 值 为 A 二 1/4。 于 是 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 M, 正 是 4 一 按 模 最 大 的 特征 
值 1/4;; 而 相应 的 特征 向 量 不 变 。 因 此 ,车 对 和 矩阵 4-: 用 寡 法 ,算出 其 按 模 最 大 的 特征 值 , 则 其 
倒数 恰 为 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 。 这 就 是 反 罕 法 的 基本 思想 。 
用 和 帘 法 求 4-! 按 模 最 大 特征 值 仍 用 归 一 化 方法 运算 , 取 和 % 二 Y, ,然后 作 和 迭代 


tl 一 TY 
we 一 二 Q 一 max| (0. ); | .3 时 
为 了 避免 矩阵 求 道 , 式 (9. 37) 的 迁 代 式 可 通过 解 方程 组 
SAH 一 了 (9. 38) 
得 到 Xt1。 
反 第 法 还 可 用 于 求 与 4 值 最 靠近 的 特征 值 和 特征 向 量 。 设 衣 与 4 值 最 靠近 , 则 有 
[a —p|< | (i) (9. 39) 
由 AX 二 XX 两 边 减 去 /XX 得 
(和 一 AI) 在 一 (CAx 一 内 不 (9. 40) 


上 式 表明 ,一 是 矩阵 A 一 pI 的 特征 值 且 是 按 模 最 小 的 特征 值 。 对 于 式 (9. 40) 应 用 反 短 法 
求 得 (4 一 &ID)-: 按 模 最 大 的 特征 值 4 一 1/(hk 一 A, 则 与 上 值 最 靠近 的 特征 值 为 1 一 “十 工 。 
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$2 正 交 变 换 矩 阵 


作为 求解 矩阵 特征 值 的 另 一 类 方法 ,就 是 利用 矩阵 变换 的 方法 求 矩阵 的 特征 值 。 其 基本 
思想 是 根据 相似 矩阵 必 有 相同 的 特征 谱 这 一 性 质 ,把 抢 阵 化 为 形式 简单 的 矩阵 ,使 新 矩阵 的 特 
征 值 便于 计算 。 其 中 正 交 和 矩阵 将 是 作 变 换 所 用 的 一 类 矩阵 ,它们 是 计算 特征 值 问题 及 其 他 条 
阵 计算 问题 的 有 力 工具 。 


2.1 正 交 与 正 交 和 矩阵 


2.1.1 正 交 的 概念 
定义 9.1 设 有 非 零 向 量 X,Y,， 如 果 向 量 内 积 (X,Y) 一 0 , 则 称 X,Y 正 交 或 互相 垂直 。 
在 二 或 三 维 情况 下 ,向 量 内 积 的 计算 公式 可 以 表示 为 


(X,Y) = |X||Y|cosb (9. 41) 
在 二 维 或 多 维 情况 下 , 当 每 个 向 量 的 坐标 已 知 时 , 设 
Xl yl 
pd 
es Vn 
则 向 量 内 积 的 计算 公式 可 表示 为 
yi 
(X,Y) = XY = [zz 并] i 一 Dl zy, (9. 42) 


Yn 
定义 9.2 R" 中 一 组 非 零 向 量 入 1 ,XX ，,… ,XX , 《mn) 称 为 正 交 的 , 若 其 中 任何 两 个 向 量 
互相 正 交 , 即 满 足 
(Xi)=0 Gk) (9. 43) 
则 称 已 ,和 ,… ,下 为 正 交 向 量 组 。 易 证 , 正 交 向 量 必 线 性 独立 。 
2.1.2 正 交 矩阵 及 其 性 质 
定义 9.3 在 R”" 中 , 若 矩 阵 4 的 列 由 n 个 单位 长 度 的 正 交 向 量 ai ,az ,…,a, ,所 组 成 , 则 
称 和 矩阵 4 为 正 交 和 矩阵 。 它 有 以 下 性 质 : 
中 正 交 矩阵 所 体现 的 正 交 变换 不 改变 被 变换 向 量 的 长 度 和 它们 间 的 夹 角 , 即 若 4 为 正 交 


矩阵 ,下 了 为 向 量 , 则 有 外 素 上 = | 4X ;由 于 ( 累 ,Y) 一 (AX,AY), 所 以 有 cos (X,Y) 二 
cos(AX ,AY)., 
© AA=I, (9. 44) 
因 4 的 列 向 量 满足 (a;,aj) 一 0(i 关 7)) 和 (a;,aj) 二 1(i==7), 由 此 即 得 (9., 44) 式 。 
©®@ A’=A-!.。 (9. 45) 
由 A4 二 I 及 A-14 二 I 即 知 (9.45) 式 成 立 。 
@ A4’=1。 (9. 46) 


因 44 一 44 一 一 二 可 见 4 的 行 向 量 亦 构成 正 交 向 量 组 , 即 4' 也 是 正 交 和 矩阵 。 


数值 分 析 
EN EE PR el 
综 上 所 述 , 若 4 为 正 交 矩阵 , 则 以 下 命题 等 价 
AAA 一 Th44 一 TEA = A (9. 47) 
@ 正 交 矩 阵 之 积 仍 为 正 交 和 矩阵 。 
事实 上 , 若 4,B 为 正 交 和 矩阵 , 则 有 
(4B) 一 BA 一 五 14- = (4B)! 
由 式 (9.47) 知 4B 亦 为 正 交 和 矩阵 。 
@ 正 交 矩 阵 的 道 矩 阵 亦 为 正 交 和 矩阵 。 
因 (4 一 (4 一 (4 一, 知 :为 正 交 和 矩阵 。 
@ 正 交 矩 阵 行列 式 的 值 等 于 十 1。 
由 44“ 一 [得 |4|? 一 1 或 14| 一 士 1。 
@ 用 正 交 甜 阵 左 乘 或 右 乘 和 矩阵 A, 其 一 一 范 数 不 变 。 
定义 9.4 矩阵 4 的 对 角 线 元 素 之 和 称 为 4 的 迹 。 记 为 tr(4) 一 名 as。 
设 Q 与 R 为 正 交 矩 阵 , 则 有 
14 上 = 如 如 (44) 一 tr(AQQA4) 一 tr(COA) (04)) 一 1Q1。。 因 尺 为 正 交 和 矩阵， 
所 以 R' 也 是 正 交 矩阵 ,从 而 又 可 得 
1al15= 1A ;= 1RAN: = | (AR)’N 一 4R1 


同样 有 
1O4R 1 = |Al,. (9. 48) 
2.2 ”旋转 变换 矩阵 
在 平面 解析 几何 中 曾 学 过 某 点 M 的 坐标 在 新 . 旧 坐 标 系 中 的 旋转 变换 公式 (图 9. 1) 为 
ZX1 一 TX2COSP— yo sing 
(9. 49) 
忆 = ZzSInP 十 yz2cos9 
其 变换 矩阵 为 
本 Ee — sing | 二 
sing cos9 
称 为 旋转 变换 矩阵 。 
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在 维 空间 中 , 仿 此 可 设计 如 下 旋转 变换 矩阵 
1、 i 列 7 列 
| | 
cosp] -sing 一 一 |; 行 
区 (二 | 
sing cosp1—— |j 
se 


它 在 维 空间 中 将 相互 正 交 的 两 个 坐标 轴 Oz;、Oz; 在 其 所 决定 的 平面 上 旋转 了 一 个 角度 9， 
而 保持 正 交 坐 标 系 的 其 他 轴 不 动 。 矩 阵 Vi (y) 称 为 n 维 空间 内 的 平面 旋转 变换 矩阵 ,简称 旋 
转变 换 矩 阵 。 容 易 验证 V; (9) 是 正 交 矩阵 。 如 果 用 Vj (oO) 左 乘 矩 阵 4, 即 

A=V;(pA (9. 52) 


(9. 51) 


则 A 的 元 素 为 


ag =ag . (ki,)) 
az 一 azcosp — ansing (9. 53) 
ay 一 azsing + axcosp (L = 1,2,.,n) 


可 见 和 4 与 4 仅 i 行 与 ; 行 的 元 素 不 同 。 从 式 (9. 53) 还 可 以 看 出 ,适当 地 选择 p, 便 可 使 入 的 第 
了 行 的 任意 取 定 的 某 一 个 元 素 ax 一 0( 一 1,2，… ,72) ,特别 取 /二 i, 并 令 


网 w= EE Qs 
sing = ， cosy 一 = (Vas as £0) 
az 十 as Vas 二 a a (9. 54) 


sinp 一 0， cosp=1 (V 咀 十 嗓 一 0) 
则 可 使 4 一 0, 即 按 上 式 取 定 时 ,用 W (9 左 乘 矩 阵 4 后 可 将 ax 转化 为 0。 同 样 ,用 wp) 
左 乘 和 矩阵 4, 即 
A=V,'(pA (9. 55) 
则 和 与 4 的 元 素 亦 仅 在 ; 行 ,) 行 上 不 同 。 同 法 可 以 验证 , 若 用 V; (内 或 gp) 右 乘 矩阵 A， 
则 变换 后 的 矩阵 与 4 仅 ; 列 j 列 上 的 元 素 不 同 。 因 此 ,车 对 和 再 右 乘 以 V; (办), 则 变换 后 的 
矩阵 与 4 必 在 ; 行 j 行 与 i 列 j 列 上 的 元 素 不 同 。 记 
A® = Ay; (WD =—V,' (AV, (内 (9. 56) 
则 A 的 元 素 为 
C 刀 一 0 (kij;l Ki,)) 
a$ = azcosg + arsing 


到 

a}’ 一 一 azsinp 十 azcosp 

a 色 = aycosy + ay sing 

Cd 名 =— assing + ay cosy (9. 57) 
4 J 


4 和 = (azcosp axsing)cosy + (ay cosp 十 ai sing) sing 
a 一 一 (— assing + aicos9)sing + (— aysing + ay cosp)cosy 
Cd 护 一 一 (azcosp 十 azsinp)siny 十 (aycosp 十 ai Sing)cosy 


a = (一 aasinp 十 aicosp)cos% 十 (一 aysinp 十 ay cosp)sinb 


数值 分 析 


SE EGFR 和 EEPROM 


计算 一 下 矩阵 A 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 , 可 以 得 到 
>， [a J = Da 一 (a$ 二 a) 十 [( 一 azsing 十 Qjxcos9P)cosy 十 
pl 


kl 


(— aysing+ aycosg)sing]? + [— (azcos? + axsing)siny 二 
(ai cosp + ay sing)cosy] (9. 58) 
如 果 和 矩阵 4 是 对 称 的 ,并 令 y==9, 则 得 相似 矩阵 A , 且 
(AP)’ = (Vy (DAVi (DY =Vs (PA Vs (PD) =Vs (DAVs = A 
即 4 也 是 对 称 和 矩阵 ,并 有 如 下 公式 成 立 
ag’ = a 一 一 (aacosp 十 djisinp)sinp 十 (dzcosp 十 aijsinp)cosp 


= ay (cos2g 一 sin2p) 十 (ai — ai)singcosg (9. 59) 
之 [a J = 2 一 2ag 十 去 [Coy 一 xz)sin2p 十 2aicos29]? 
适当 选取 9 角 ， 使 ap 二 a 0 即 9 应 0 
ay COs29 十 三 Ca 一 az)sin29 二 0 


解 得 
Za 加 
tan29 一 三 机 (或 ctan29 一 ee ) 6 
按 式 (9. 60) 选 定 9 角 后 , 则 式 (9. 59) 化 为 
二 二 
ee = Dak — 2a (9. 61) 
1 全 


从 式 (9.61) 可 见 , 只 要 按 式 (9. 60) 取 定 p, 就 可 建立 W (9), 对 和 4 作 正 交 相 似 变换 后 ， eh 
A ,其 a = 二 a = 二 0, 即 非 对 角 元 的 平方 和 的 数值 减少 了 2a5 ;又 据 式 (9.48) 知 上 A 1 。 
Al #’ 即 A 与 4 的 元 素 之 平方 和 总 值 不 变 ,因此 A 的 对 角 线 元 素 的 平方 和 的 数值 必 增 加 
了 2a3 。 

2.3 豪 斯 荷 尔 德 矩阵 

定义 9.5 设 向 量 火 是 2” 维 实 向 量 ,满足 | w|| ;二 1, 则 称 和 矩阵 


H=1— 2ww’ (9. 62) 
为 豪 斯 荷 尔 德 矩阵 或 豆 矩 阵 , 即 
ed 
i 0 
H=I—2ww=| :. |—2| ?|[ww"w,] 
0 1 
[ 


[1—2w 一 2rorop 一 2coro 


一 2zoprm 12 一 2zopron 


| 一 2aorol —2wnw 1— 2 
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2.3.1 五 矩阵 的 性 质 

@ 互 和 矩阵 为 对 称 和 矩 称 。 

事实 上 ,H =( 一 2w’) = 二 I 一 2(ww’) 二 I 一 2w’ 二 H。 

@ HH 和 矩阵 是 正 交 矩阵 。 

事实 上 ,HH 一 (一 2wp 7) (I—2ww) 

=I—4ww’ 4(ww’) (ww’) 
=I—4ww 4www)w 
因 ww 二 上 wl ;一 1 所 以 
HH =I—4w’++4ww’=I 

即 矩阵 为 正 交 矩 阵 。 因 此 有 HT! 一 H 二 H, 即 HH 的 逆 和 矩阵 就 是 卫 本 身 , 因 而 用 它 来 作 相似 
变换 非常 方便 。 

镜面 反射 特性 。 

下 面 考察 豆 矩 阵 变换 的 几何 意义 。 考 虑 以 w 为 法 向 量 的 2 一 1 维 子 空间 (可 理解 为 一 个 
超 平面 $, 如 图 9. 2 所 示 ) 

与 一 {¥ |wx=0) 
设 任意 向 量 刁 E R , 作 正 交 分 解 关 = 及 十 驶 ,其 中 斩 ES, 肪 ]S( 图 9.2)。 因 总 1S, 所 以 天 平行 
于 w, 可 令 束 二 wlc 为 常数 ), 则 有 
一 (I 一 2ww’) (Xi 十 于:) 
= Xi 一 2w0w XI) 十 筷 一 2ww 外， 


= 二 到 十 思 一 2cp(ww) ( 因 WR = 0) 
一 bp 十 六 —2cw 
一 天; 十 及, 一 2X， 二 Xl 一 已 2 = (9. 63) 


由 图 9. 2 可 见 ,7 与 X 相对 于 平面 S 对 称 , 称 为 镜面 反射 。 因 此 互 矩阵 也 叫 镜面 反射 矩阵 或 
初等 反射 矩阵 。 显 见 
| HX | := YI; = | XI: (9. 64) 
即 在 互 矩 阵 变换 下 ,其 向 量 的 长 度 保持 不 变 。 
2.3.2 关于 五 矩阵 的 构造 方法 
构造 豆 矩 阵 主要 是 确定 向 量 w, 但 这 并 不 困难 ,对 任意 非 零 向 量 VE R" ,只 要 令 


w= 二 


Ti Vv | (9. 65) 
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OO 


则 |w| :一 | 7 ,= 于 是 
/ V VV 
| Rg 
Ne Tl [FL 
VV VV 
Tr 
于 
=I—BivV (9. 66) 
式 中 ,6 到 1 有 (9. 67) 


2.3.3 关于 HX=Y 的 H 和 矩阵 构造 方法 
如 果 我 们 给 定 了 空间 二 个 向 量 对 和 Y, 满 足 上 关上 ;二 上 YY 中;, 则 可 找到 五 矩阵 ,使 
HX =Y (9. 68) 
要 确定 这 样 的 吾 矩 阵 , 关 键 是 要 确定 对 应 的 w。 从 图 9.2 看 出 w 平 行 于 ( 针 一 了 ) ,所 以 我 们 应 
取 
X—Y 
» 7 TX—Y: 

不 难 验 证 ,这 样 确定 的 吾 矩 阵 , 式 (9. 68) 成 立 。 

2.3.4 关于 HX= (x ,0,…,0) 的 五 矩阵 构造 方法 

对 不 等 于 零 的 空间 向 量 下 ,要 求 这 样 的 瑟 矩 阵 , 它 可 以 将 瑟 除 第 一 个 分 量 外 的 其 余 分 量 
化 为 零 。 这 个 要 求 用 公式 来 表示 即 为 


(9. 69) 


HX = kie | (9. 70) 
其 中 如 为 常数 ,el 二 (1,0,…,0) 。 由 (C9. 68) 式 知 ,只 需 取 Y==kie! 即 可 。 这 时 有 
| kie1 | | 下 | 
可 取 如 二 士 上 关上 :，Y== 土 | 六 lei (9.71) 
代入 式 (9. 69) 得 
XX 一 (十 上 矢 |2)el (9. 72) 


如 一 
| 站 一 ( 土 | X | )e | 2 
设 轩 (zyzyz)” ,为 了 使 怀 一 kie! 计算 时 避免 由 于 相近 数 相 减 而 导致 损失 有 效 数位 ,可 


ki =— sgn(x1) | Xl ; =—oa (9. 73) 
XX+sgnC(z) | 加 | ae _ Xt+toe __V 
则 得 w= 二 sgnCz) Xloe 1 一 TXTaeaT TV (9. 74) 


其 中 四 一 sgn(CZzl ) | X | 2 
一 和 十 oa @ 一 (六 十 sgn(Czi) | | za Ta) 


1 
=(Z1 二 01 ,TX2 yo) 


则 8 一 二 | 上 一 去 YY 一 去 CKHeeD)CKHa ai) 
= [XX+o Xe 十 ol e 半 十 of el el] 


= 去 [ | 下 | 十 gizX1 十 O11 十 of 
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= 才 [ | X20 x1 +] 
=3[1 XE+2sgnCe) | XI: zit(sgnCz) | XI 2)’] 


=[2 1 X18+2 1 天 | za 一 下士 lz) 
综 上 ,可 以 得 到 计算 互 矩阵 的 步 又 如 下 。 


@ 计算 

0 一 sgn(zZl) | 闫 || (9. 75) 
@ 计算 

V=(z1+o ,x2 Ta) | (9. 76) 
@ 计算 

B= XX 上 :< 入 上 十 |z1|y (9. 77) 
@ 写 出 

H=I—pB VV’ (9. 78) 


容易 验证 HX 二 (一 0 ,0,…,0)” 
例 9.4 设 有 向 量 X==(2,1,2)', 构 造 甩 矩阵 ,使 HX 一 ke ,el 一 (1,0,0)’。 
解 按 式 (9.75) 一 式 (9. 78) 计 算 如 下 ， 
@ a=sgn(z1) | :=+ VETL+ 3 


2 1 5 
2 0 儿 


@ B=3(3+2)=15 


@ 计算 
1 0 5 
rw 1 | 1 上 1 2] 
0 0 1 2 
个 
-= 14 = 
= 二 2 
容易 验证 | : 
0 


2.3.5 关于 HX=( x ,x,…,*,0,…,0) 的 HH 和 矩阵 构造 方法 
对 Rn" 中 的 向 量 忆 一 (z ;19Tj "Tn)， 要 求 构造 一 个 HH 矩阵 ,使 HX 第 Gj 十 1)~n 
个 分 量 均 为 0。 记 


XX 二 (Zz Ti 9 Ta) 
= sgn(zi) | XX 


0 
‘7 / 
V= (Zz +o; J 


~ 


AE EE 


H=I,0»—B8V (9. 79) 
这 里 吾 为 "一 (一 1) 阶 吾 矩 阵 。 今 取 
克 一 (00 十 GD . (9.80) 
由 此 确定 出 以 下 矩阵 
TL1:0 
H=I1—BVV = | 从 (9. 81) 
0 ;五 


容易 验证 HX==XX 一 V=(zx1y*…* zj 1 一 0; ;0，*…*0)” 

式 (9.81) 的 五 矩阵 尚 有 以 下 有 用 特性 :用 它 去 左 乘 一 个 箱 阵 4, 将 保持 A 的 前 7 一 1 行 不 
变 ; 而 用 它 去 右 乘 一 个 矩阵 4, 将 保持 4 的 前 7 一 1 列 不 变 。 

2.3.6 关于 HX=(x,…,x* ,0,…,0,*,…,*) 的 HH 矩阵 构造 方法 

类 似 地 也 可 以 将 及 变 换 为 z; 与 x; 之 间 的 所 有 分 量 为 0 的 向 量 ,。 设 1<j<k<n, 和 XER 
为 非 零 向 量 , 记 


= (Zz1 9 Ti Tj Th 9 Th pg 

针 = Crys) 

ai = sgn(z;) 下 | (9. 82) 
= (0,.…,0,Z; 十 OZHH 9 Th Os 0 


B= | Xl:CHXl: tl x 1) 
由 此 确定 出 以 下 矩阵 


H=1—B7VV’ = 1 :H: , (9. 83) 


其 中 吾 为 & 一 0 一 D) 阶 互 矩 阵 ,容易 验证 
HX = X—V= 《zi 9 六 一 人 90,°°° ,0, Th ,Ta) 


$3 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 是 求实 对 称 矩 阵 全 部 特征 值 及 相应 特征 向 量 的 方法 ,属于 解 特征 值 问 题 的 变 
换 法 。 在 叙述 方法 前 , 先 注意 有 关 实 对 称 矩 阵 4 的 以 下 结论 : 


@ 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 全 为 实 值 。 
@@ 车 和 4 为 实 对 称 矩 阵 , 则 存在 正 交 矩阵 V, 可 将 A 经 相似 变换 后 化 为 对 角 矩 阵 ， 即 
A 
: 天 
YAY 加 一 D 


An 
对 角 矩 阵 卫 的 对 角 线 元 素 即 为 4 的 特征 值 ,而 V 的 各 列 即 为 相应 的 特征 向 量 。 因 Y 的 各 列 具 
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DIE 
有 相互 正 交 的 特性 , 亦 即 对 称 和 矩阵 A 的 ”个 特征 向 量具 有 两 两 正 交 的 性 质 。 

@@ 若 YV 为 正 交 和 矩阵 , 则 对 4 相似 变换 后 所 得 的 矩阵 仍 为 对 称 和 矩阵 。 

事实 上 ,41 二 (V1AW’' VA(V 1)’'=V 1A(V 一 V-L4VY 一 4 。 

雅 可 比方 法 的 要 点 在 于 :利用 正 交 相似 变换 后 保持 正 范 数 不 变 的 特性 , 选取 一 系列 旋转 
相似 变换 ,逐次 加 大 对 称 和 矩阵 对 角 元 的 数值 ;减少 非 对 角 元 的 数值 ,从 而 最 终 达 到 将 4 约 化 为 
对 角 阵 的 目的 。 具 体 方法 介绍 如 下 。 


3.1 古典 雅 可 比 法 


3.1.1 方法 描述 
设 A 为 实 对 称 和 矩阵 , 记 4 ==A, 取 ==0, 由 A 名 出 发 ,计算 进行 如 下 。 
@ 选取 A% 非 对 角 线 的 主 元 素 


| ce 多 |= max| a (9. 84) 
由 此 确定 出 i,j。 
@ 按 式 (9. 60) 确 定 由 ,计算 出 sing ,cos9 值 (参看 本 节 3. 1.4) 。 
@ 对 A 中 作 正 交 相 似 变换 
ALtD = (Vy (9)) APVs (9,) (9. 85) 


按 以 下 公式 计算 A%+? 的 元 素 : 
多 = a cos: pi + a sin? 9 + 22a sing, cosgs 
C 人 7 = a}) sin? 9 ds 
Cr 一 QU 二 0 多 cos 十 ap singi(i 行 ,! 列 元 素 ;1 关 i, 站 
a 一 a = 一 a 多 sings 十 a 因 cosgi Qj 行 ,1 列 元 素 ;l 关 i, 让 
agr 一 aktb 一 0 
=a® (mn#i,)) 
@ 判断 |aw |<e?(p 才 9) , 若 满 足 , 则 上 述 计算 过 程 结 束 ,A%+? 的 对 角 线 元 素 就 是 4 的 
特征 值 的 近似 值 ; 否 则 ,& 增 1 后 转 @。 
以 上 简 列 了 由 4A“ 到 4”? 的 过 程 ,其 中 ,对 于 不 同 的 , 选 定 的 下 标 值 i、j 一 般 也 是 不 同 
的 。 虽然 可 把 A 中 中 的 ae 多 .a 四 置 为 0, 但 在 下 一 步 计算 中 ,在 该 相同 位 置 上 可 能 又 变 成 非 0 
元 素 。 因 此 , 雅 可 比 法 是 一 种 迭代 法 。 由 (9. 61) 式 知 , 通 过 一 次 迁 代 ,44+tD 的 非 对 角 线 元 素 的 
平方 和 减少 了 2(e 多 ) ,而 对 角 线 元 素 的 平方 和 却 增加 了 2(a 史 ): 。 由 于 4 吧 的 对 称 性 ,所 有 的 
运算 都 只 需 在 右上 三 角 部 分 进行 
3.1.2 方法 的 收敛 性 
定理 9.1 设 49 一 4 为 实 对 称 和 矩阵 ,对 A 施行 一 系列 旋转 变换 
AHD) 一 (Vi (9)) APV; (gp) (k= 0,1,2,.) 
则 limA%=D (CD 一 一 对 角 抢 阵 ) (9. 87) 


证 记 4% We 


cos’ 9 — 2a sing cosgs 


(9. 86) 


al = 


= [a® 2 
则 Er =E, 2 | 
由 (9. 84) 式 知 


数值 分 析 


E. <nn—1)[ay]: 


E, 
则 [a 之 0 一 1) 
En = 一 2 
RS Te :| 3 | 


反复 应 用 上 式 , 有 


k 


E, <E|1— | ' 科 画 | 1 一 5 


2 
可 一 蒂 | 
因为 1 一 二 ED 去 1, 所 以 limE 二 0。 同 时 还 可 证 明 limA 存 在 , 即 当 k->co 时 ,A 中 以 


对 角 阵 为 其 极限 ,lim4” 二 D。 
从 以 上 分 析 可 知 , 雅 可 比 法 产生 了 一 个 确定 的 以 对 角 阵 为 极限 的 矩阵 序列 ,而且 它 们 彼此 
相似 ,也 与 原 矩 阵 4 相似 ,所 以 对 角 阵 中 对 角 线 上 的 元 素 ,就 是 原 矩 阵 的 全 部 特征 值 。 
3.1.3 特征 向 量 的 计算 
设 逐 次 所 用 的 旋转 变换 矩阵 为 VP ,VP ，… ,VP。 令 
Vs ee = VoEvVY “Vy (9. 88) 
因 正 交 和 矩阵 之 积 仍 是 正 交 矩阵 ,所 以 Vi 为 正 交 矩阵 。 由 雅 可 比 法 的 收敛 性 知 A*1? 一 Vi AV 
也 , 因 得 
4V VD (9. 89) 
设 丽 二 G8 的， v2), 其 中 二 1,2,…,n) 为 Vi 的 列 向 量 。 将 VV 代 人 式 (9. 89) 得 


轧 0 


加 


(Ch 名， 多 hy 的) 各 各) = wt ,hop ,ee Mp) 


0 
可 见 和 矩阵 Vi 的 列 向 量 便 是 与 D 中 主 对 角 线 元 素 相应 的 特征 向 量 。 
由 式 (9. 88) 可 获得 以 下 递 推 公 式 
Vs es VV VED VE Ss VieiVy (9., 90) 
记 公 一 [z 铭 ], 则 公 的 元 素 计算 公式 如 下 
d= 
| (a) 外 cosps + VY sings (9. 91) 


Ui = Ug 
中 一 一 路 Dsinp + vi cosg 


了 
3.1.4 sing: 、cos9 的 计算 
在 式 (9. 86) 与 式 (9. 91) 中 ,需要 使 用 sing 与 cosqr 的 数值 ,它们 的 计算 公式 可 由 下 式 
tan24x 一 a (9. 92) 
导出 。 常 将 24 限制 在 以 下 范围 


= 了 (9. 93) 
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第 九 章 ， 答 阵 特征 值 和 竺 汪 向 量 的 计算 SW 
WIRE 


因此 , 若 a 史 一 cz 多 王 0 时, 则 取 


ps 证 9 CC 多 去 0 
六 一 (9. 94) 
本 
令 一 |a 多 一 zx 多 | ， z= srt —a®) 。2a 多 
tan2g 二 之 
an2g 
和 
则 有 V1++tan’29. 1 十 /之 4 Ty (9. 95) 
(5) 
sin29: = tan29. » cos24 一 。 A = 有 
Cosgp: 一 V3 十 cos29x) 一 一 
(9. 96) 


sing = sin29 _ 
2cospe 2cosg, i 


例 9.5 用 雅 可 比 法 计算 下 列 对 称 矩 阵 
4 2 2 
A=|2> 5 1 
2 1 6 
的 全 部 特征 值 。 


解 记 4” 二 4, 选 a 多 二 2 为 4 的 非 对 角 线 元 素 的 主 元 素 ， 这 时 i 二 1、j 二 2。 按 式 
(9. 96) 计 算 


y= |a?—a®|=|4—5|=1 


T= sgn(af? —a). 2a = (—1)x2x2=—4 


=,/ 寺 [1+ 一 一 一 \ 一 2 
cosg 2 ( i 后) 0. 788 206 


二 给 一 0.615 412 


2 x 0.788 206 VC45 二 王 


singo 一 


按 式 (9. 86) 计 算 49 的 元 素 得 


al? = aff cos:g + a sin? po + 2af? singo cosgo 一 2. 438 448 
a$’ = af? sin? g + a cos’ po — 2af% singocosgs = 6. 561 552 
a =a =6 
a =abP=0 
a = a = af? cosg + a sing, = 0. 961 
a 一 a$ =— a sing + a cosm = 2. 020 190 3 
2.438 448 0 0. 961 
所 以 A=|0 6. 561 552 2.020 190 


0. 961 2.020 190 6 


数值 分 析 
el 
继续 选 a 一 2. 020 190 为 4" 非 对 角 线 元 素 的 主 元 素 , 即 :一 2,7 一 3, 仿 上 计算 可 得 

|e 438 448 0.631 026 0.724 794] 
A 二 


一 |0.631 026 8.320 386 0 
0.724 794 0 4. 241 166] 


.183 185 0.595 192 0 
A® = |0.595 192 8.320 386 0.209 614 
0 0. 209 614 4.496 424| 


2.125995 0 一 0.020 04 
49 = 0 8. 377 576 0. 208 653 


0.020 048 0.208 653 4, 496 424 


2.125 995 一 0.001 073 一 0.020 019 
A 三 | 0. 001 073 8. 388 761 0 | 


I 一 0.020019 0 4. 485 239 
r 2.125 825 一 0.001072 0 
4@ 一 | 一 0.001072 8.388761 0.000 mm 
| 0 0. 000 009 4.485 401 
[2. 125 825 0 0 
4 一 10 8. 388 761 0. 000 mm 
[o 0. 000 009 4.485 401 


故 A 的 特征 值 为 
A A 2,125 825, hz 2 8,388 761， 4s 4.485 401 


3.2 实用 雅 可 比 法 


上 面 给 出 的 雅 可 比 法 ,由 于 每 一 次 旋转 变换 都 需要 寻找 非 对 角 线 元 素 的 主 元 素 , 比较 费 
时 。 因 此 在 实际 使 用 时 ,提出 了 不 少 修改 方案 ,下 面 介绍 两 种 可 供 选 择 的 策略 。 

3.2.1 循环 雅 可 比 法 

该 法 不 必 寻 找 主 元 素 , 而 是 按照 矩阵 元 素 的 自然 排列 次 序 , 由 于 4 对 称 , 只 要 依次 地 把 非 
对 角 线 元 素 例 如 按 行 的 次 序 CQ12 ”Clin3GQ23 9。 922 5 SUn—1)n 逐次 化 为 零 。 每 作 一 次 化 零工 
作 称 为 一 次 扫描 。 一 次 扫描 后 , 原 已 化 为 零 的 元 素 可 能 再 次 变 为 非 零 , 需 要 再 次 扫描 ,直至 全 
部 非 对 角 线 元 素 达 到 充分 小 为 止 。 这 个 方法 有 一 个 明显 的 缺点 ,就 是 把 已 经 很 小 的 元 素 还 要 
化 为 零 , 这 实际 上 并 无 此 必要 。 因 此 有 下 面 的 改进 方法 。 

3.2.2 雅 可 比 过 关 法 

这 种 方法 是 先 确定 一 个 阔 值 s ,就 s 进行 扫描 , 碰 到 绝对 值 小 于 & 的 非 对 角 线 元 素 就 跳 
过 去 ;否则 作 化 零工 作 。 如 此 反复 循环 进行 ,直到 所 有 非 对 角 线 元 素 的 绝对 值 都 小 于 & 为 止 。 
然后 取 e (<<ei ) 作 为 新 的 阔 值 重复 上 述 过 程 ,最 后 直至 全 部 非 对 角 线 元 素 的 绝对 值 均 小 于 最 
小 的 阀 值 s(<e。 <…<e<sl) 为 止 。 这 种 方法 亦 称 为 限 值 雅 可 比 法 或 冰 值 雅 可 比 法 。 它 
已 证 明 是 收敛 的 。 

雅 可 比方 法 具有 收敛 快 .算法 稳定 的 优点 ,而 且 求 得 的 特征 向 量 有 很 好 的 正 交 性 ;缺点 是 
运算 量 大 。 它 是 适用 于 求解 中 小 型 实 对 称 矩 阵 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 较 好 方法 。 
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8$4 QR 方法 


QR 方法 是 近代 发 展 起 来 的 求 任意 方 阵 全 部 特征 值 及 其 特征 向 量 的 最 有 效 的 方法 ,和 雅 
可 比方 法 一 样 , 它 也 要 对 原 和 矩阵 进行 一 系列 的 正 交 相似 变换 ,只 是 QR 方法 是 先进 行 QR 分 
解 , 然 后 通过 逆序 相 乘 来 实现 正 交 相 似 变换 的 。 至 于 QR 分 解 可 以 用 旋转 变换 或 豪 斯 荷 尔 德 
变换 来 实现 。 


4.1 算 阵 的 QR 分 解 


定理 9.2 设 AER"”", 则 存在 正 交 和 矩阵 了 ,使 PA 二 R, 其 中 R 为 右上 三 角 和 矩阵 。 

证 我 们 用 构造 性 的 方法 进行 证 明 。 对 和 矩阵 和 4, 可 按 (9. 54) 式 确定 Viz, 则 Vizh 可 将 4 的 
(2, 了 ) 位 置 上 的 元 素 化 为 0。 同 法 确定 Vis ,Vi ,… ,Vi ,继续 逐次 左 乘 , 则 逐次 变换 后 的 矩阵 在 
(3,1)、(4,1)、…、(n,1) 位 置 上 的 元 素 为 0。 记 


PP) = ViVion pV (9. 97) 
则 PA 的 第 一 列 对 角 元 以 下 的 元 素 一 定 为 0。 
同 理 可 找到 
P; = Von Vz 1 **'V2s (9. 98) 


使 PP 和 第 二 列 对 角 元 以 下 的 元 素 为 0, 而 第 一 列 对 角 元 以 下 元 素 与 P14 一 样 是 0。 逐 步 计 
算 可 得 
P,P, »…P,PA=R (9. 99) 
式 中 ,及 为 右上 三 角 阵 ,P 一 已 P，:… 疡 疡 为 正 交 矩阵。 《证 毕 ) 
我 们 也 可 以 用 互 矩 阵 来 构造 正 交 和 矩阵 P。 记 4 一 4, 它 的 第 一 列 记 为 af? , 按 式 (9.75)~ 式 
《9.78) ,可 找到 HE ER"*", 使 


Hia!™ 一 Ri el (9., 100) 
令 4" 二 印 A4" ,其 第 一 列 除 对 角 元 外 均 为 0。 一般 地 设 
(一 1) (1) 
7 | (9. 101) 


式 中 ,DW ?为 j 一 1 阶 方 阵 ,其 对 角 线 以 下 元 素 已 是 0。A07? 为 "一 0 一 1) 阶 方 阵 ,其 第 一 列 
设 为 af- ,可 选择 x 一 (一 1) 阶 的 二 , 矩 阵 ,使 


站 af 一 局 (1;,0,…,0)” € Re-D (9.102) | 
根据 刺 构造 了 H; 矩阵 
I1 0 
五 一 | 一 ~ 
| 和 | (9. 103) 
CO) 0) 
就 有 4?=HAs ?=|D B (9. 104) 
0 A 


它 和 A4" “有 类 似 的 形式 ,只 是 DY 为; 阶 方 阵 ,其 对 角 线 以 下 元 素 是 0。 如 此 经 (x 一 1) 步 运 
算 后 得 到 

五 五 .……HiA=A™ 一 下 〈《9. 105) 
式 中 ,R 一 A” ”为 右上 三 角 和 矩阵 , 互 一 瓦 -，… 于 为 正 交 矩阵 。( 证 毕 ) 


Tr ss 


定理 9.3(QR 分 解 定理 ) 设 AER”*" 为 非 奇 异 矩 阵 , 则 存在 正 交 和 矩阵 Q 与 右上 三 角 和 矩阵 

R, 使 4 有 如 下 分 解 
A=QR 

且 当 R 的 对 角 元 符号 取 定时 ,分 解 是 唯一 的 。 

证 ”由 式 (9. 99) 或 式 (9. 105) 知 

A 一 PIR 一 PR 或 4 一 末 IR 一 再 R (9. 106) 

只 要 令 正 交 和 矩阵 CQ= 忆 或 2 一 瑟 ,就 有 4 一 OCR 。 

为 说 明 分 解 的 唯一 性 , 设 有 两 种 分 解 


4 一 CR 一 CR: (9. 107) 
因 A 非 奇 异 , 则 Ri 、R: 亦 非 奇异 。 由 此 可 得 
Q71Q 一 R,Ri! 
或 QQ 一 RRi (9. 108) 


因为 右上 三 角 隆 的 逆 阵 及 两 个 右上 三 角 阵 的 乘积 均 是 右上 三 角 阵 , 故 RRi! 是 右上 三 角 阵 。 
而 Q: 与 Q1 为 正 交 和 矩阵 ,其 积 CQ Qi: 仍 是 正 交 和 矩阵 。 由 式 (9. 108) 知 ,RsRi! 是 右上 三 角 正 交 
和 矩阵, 据 正 交 和 矩阵 性 质 得 

(RsRi')’ = (RyRi')™! (9. 109) 
这 个 式 子 左边 是 左下 三 角 阵 , 而 右边 为 右上 三 角 阵 的 逆 阵 , 它 仍 是 右上 三 角 阵 。 因 此 若 要 式 
(9. 109) 的 等 式 成 立 ,R;Ri! 只 能 是 对 角 阵 , 设 


R, Ri! 一 用 一 diag(di1 sdz 20) (9. 110) 
DD 为 对 角 正 交 和 矩阵 ,其 对 角 元 只 能 为 十 1 或 一 1。 综 上 可 得 
Q@ 一 0D，IR 一 R: (9. 111) 


从 上 式 可 见 , 当 D 中 的 对 角 元 有 人 负 号 出 现时 , 则 @ 与 Qi 的 相应 列 及 Rs 与 Ri 的 相应 行 可 以 
不 同 于 一 个 负 号 ,因此 QR 分 解 不 是 唯一 的 。 但 当 Ri 与 R; 的 对 角 元 取 定 时 , 则 由 
DR 一 PR 
可 得 drD=r? (=1,2,.,n) (9. 112) 
式 中 ,7 外 ,7 名 GG 二 1,2,…,n) 分 别 是 Ri、Rs 的 对 角 元 。 由 定理 条 件 x 与" 呈 同 号 及 式 (9. 112) 
推 得 4; 汪 0, 又 因 D 为 对 角 正 交 和 矩 阵 , 所 以 4;= 二 1(i= 二 1,2,…,n) ,由 此 知 也 一 大 据 式 (9. 111) 就 
有 
Ri=R,, 0=0Q: (9. 113) 
成 立 , 定 理 得 证 。 
定理 中 所 指 的 唯一 性 是 针对 R 的 对 角 元 符号 取 定 的 情况 而 言 的 。 若 约定 R 的 对 角 元 均 
取 正 值 , 则 在 这 种 约定 下 的 QR 分 解 同样 是 唯一 的 。 一 般 按 定理 9.2 中 所 述 的 变换 方法 作出 
的 QR 分 解 ,R 的 对 角 元 不 一 定 全 是 正 的 。 若 令 
A= (QD) DR) = 0R (9. 114) 


其 中 


D=d ro2 Tym 
ve(TrT 和 i 
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则 灵 便 是 对 角 元 均 为 正 的 右上 三 角 阵 了 。 
例 9.6 用 互 变换 矩阵 作 4 的 QR 分 解 。 


2 一 2 3 
A=|1 1 | 
3 一 1 
解 按 式 (9.75) 一 式 (9.78) 找 本 ERX3, 则 有 
一 0.816 497 一 0.408 248 ”一 0.408 248 


Hi = | 一 0. 408 248 0.908 248 ”一 0.091 751 7 
一 0.408 248 一 0.091 751 ?7 0. 908 248 


一 2.449 49 0 一 2.449 49 
HA= 0 1.449 49 一 0.224 745 
0 3. 449 49 一 2.224 74 


再 找 下 ER2x? 得 
证 - 0. 387 392 —0,921 ee 
” |—o0.921915 0.387 392 


1 0 1 0 0 
H; = i 人 。 一 0.387 392 一 0.921 ys 


0 FH 0 一 0.921 915 0. 387 392 
一 2. 449 49 0 一 2.449 49 
H(HIA)=| 0 一 3.741 66 2.138 09 | =R 
0 0 一 0. 654 654 


这 是 一 个 右上 三 角 阵 ,但 对 角 元 皆 为 负数 ,可 令 方 = 一 已 则 R= 一 束 瑟 4 是 对 角 元 为 正 的 右上 
三 角 阵 ,而 
.816 497 一 0.534 522 —0.218 218 
Q = (HEH) D =— (HH)’ = . 408 248 0.267261 0.872 四 
0.408 248 0.801783 一 0.436 436 


4.2 QR 算法 


4.2.1 基本 CR 算法 
在 分 解 定理 9. 3 的 基础 上 ,可 设计 如 下 QR 算法 。 
令 生 一 4, 按 定理 9, 2 的 方法 进行 正 交 分 解 ,分解 为 正 交 和 矩阵 @ 和 右 上 三 角 阵 玉 的 乘积 


Ai = QR 
然后 将 得 到 的 因 式 和 矩阵 @, 和 R, 逆序 相 乘 ,得 
4 一 RQ 


这 样 就 完成 了 QR 算法 的 一 步 。 以 下 再 以 As 代替 4， ;重复 上 述 步骤 即 可 得 到 4; 。 如 此 类 推 ， 
便 得 QR 算法 的 计算 公式 为 
A 一 QR 


(9. 116) 
A = RiQ; = CR (k=1,2,.) 


因 R:—QmA. ;所 以 


4 = QF AQ (k= 1,2,.) (9. 117) 
可 见 由 QR 算法 产生 的 矩阵 序列 {A;} 中 的 每 一 个 矩阵 A4 都 与 矩阵 4 相似 ， 因此 它们 有 完全 相 
同 的 特征 值 。 
4.2.2 CR 方法 的 收敛 性 
传统 的 矩阵 序列 {Ax} 的 收敛 性 ,是 每 个 元 素 的 数列 {a 史 } 都 收敛 。 在 讨论 QR 方法 的 收敛 
性 时 ,为 了 求 得 特征 值 , 只 要 求 序列 {4,} 收敛 于 一 种 简单 形式 的 矩阵 ,例如 三 角形 (或 分 块 三 
角形 ) 矩 阵 ,而 其 对 角 线 元 (或 块 ) 有 确定 的 极限 即 可 。 因 此 ,就 求 取 特 征 值 而 言 , 可 以 这 样 约 
定 ,只 要 {4,} 收 敛 于 三 角形 (或 分 块 三 角形 ) 矩 阵 ,其 对 角 线 元 (或 子 块 ) 有 确定 的 极限 ,无 论 其 
对 角 线 (或 子 块 ) 外 的 元 素 是 否 有 确定 极限 ,都 叫做 方法 是 收敛 的 ,这 种 收敛 性 亦 叫 “ 基 本 收敛 ” 
或 “本 质 收敛 >。QR 方法 无 论 在 理论 上 或 应 用 上 都 是 相当 复杂 的 , 它 的 收敛 性 有 各 种 情况 ,下 
面 给 出 特征 值 按 模 不 相等 情况 的 收敛 性 结果 。 
定理 9.4 对 4ER“", 设 其 特征 值 满足 
[> [> 二 | 加] 二 0 (9. 118) 
hi 对 应 的 特征 向 量 为 XX,;,(i=1 2 ,1) o 以 XX; 为 列 的 方 阵 记 为 不 一 (已 1 下 2 9， 大。) , 设 加” 
可 分 解 为 
X 一 II (9. 119) 
式 中 , 工 为 单位 左下 三 角 阵 ,0 为 右上 三 角 阵 。 则 QR 算法 产生 的 序列 {44) 基 本 收敛 于 依次 以 
X12 ，… 为 对 角 元 的 右上 三 角 阵 ,其 对 角 元 极限 为 
lima® =% 一 1,2,°",n) (9. 120) 
车 4 为 对 称 矩 阵 , 则 {4A} 收敛 到 对 角 阵 。 
这 个 定理 的 证 明 十 分 复杂 ,而 且 条 件 (9. 119) 通 常 是 难于 验证 的 ,这 里 不 再 讨论 。 对 于 特 
征 值 不 满足 (9. 118) 条 件 的 矩阵 ,序列 {4;} 可 能 不 收敛 到 三 角 阵 。 这 里 列 出 与 QR 方法 收敛 性 
有 关 的 一 些 结论 。 
Q@ 对 于 任意 方 阵 4,QR 方法 所 产生 的 序列 {4} 将 基本 收敛 于 分 块 右 上 三 角形 矩阵 ,其 对 
角 线 上 每 一 子 块 有 等 模 的 特征 值 。 
@@ 如 果 和 矩阵 4 等 模 的 各 特征 值 中 ,只 有 实 的 重 特 征 值 或 复 共 罗 f 的 重 特 征 值 对 , 则 上 述 的 
对 角 线 子 块 将 收敛 于 右上 三 角形 或 2X2 的 分 块 右上 三 角形 矩阵 。 
@ 若 和 矩阵 4 有 若干 组 等 模 但 互 不 相等 的 特征 值 ,一 般 情况 下 ,上 述 的 对 角 线 上 子 块 将 不 
收敛 于 右上 三 角形 或 2X2 分 块 右上 三 角形 矩阵 。 
例 9.7 用 QR 方法 求 
5 一 2 一 5 一 1 
1 0—3 2 
0 2 2 一 3 
0 0 TI 一 2 
的 特征 值 。 
解 ”在 本 例 中 ,4 的 特征 方程 为 
双 一 513 十 712 一 7 一 20 一 0 
它 可 分 解 成 
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(A 二 DAA—2A+5)=0 
故 特征 值 为 一 1,4,1 士 2i 


用 QR 方法 ,得 到 
和 40000:5.0484 3.6564; x* 
4 | 0 :1.8789 —3.5910: x 
人 1 
0 .13290 0l211: x* 
0 ， 0. 0 :一 1.0000 


略 去 * 数值 ,由 此 得 到 一 个 特征 值 为 4, 另 一 个 为 一 1, 还 有 两 个 要 解 下 列 方程 
1.878 9 一 4 一 3.5910 三 
1.329 0 0. 121 工 一 人 
得 1 士 2i。 
在 求 得 4 的 特征 值 的 基础 上 ,然后 用 反 短 法 求 取 其 相应 的 特征 向 量 。 
在 QR 方法 中 ,每 一 步 都 要 进行 一 次 Q、R 分 解 ,再 作 一 次 和 矩阵 乘法 。 因此 对 一 般 的 实 矩 
阵 ,其 计算 量 很 大 。 为 了 减少 计算 量 ,通常 先 作 相似 变换 将 原 和 矩阵 A 化 为 一 个 拟 上 三 角 阵 (次 
对 角 线 以 下 元 素 全 为 0) , 即 上 海 森 伯 格 (Hessen berg) 阵 , 它 的 形式 为 


x x x 0 x 
义 X xX . Xx 
x x x (9. 121) 
0 | a 
x x 


然后 对 它 应 用 QR 方法 ,下 面 介绍 变换 方法 。 
4.2.3 正 交 相 似 变换 化 矩阵 为 上 海 森 伯 格 阵 
(1) 旋转 相似 变换 法 
如 果 在 (9. 56) 式 中 , 取 9 一 2, 则 得 到 4 的 相似 变换 矩阵 


40 =V;’ (pAVs (9) (9. 122) 
由 式 (9. 57) 第 3 式 知 
a 一 一 azsinp 十 axcosg (9. 123) 
若 取 /==i 一 1 及 
。 -a Qj(i_l) ， 2 Qii-l dey es 
a cosg a (Vaiiyp 十 az 天 0) 
sinp 一 0，cosp =1 (Vakiey 十 on = 0) 


(9. 124) 
则 可 使 a y Vo 
按照 上 述 公式 ,依次 确定 Vs ,Vz ，… ,Va 对 A 作 相似 变换 ,分 别 消去 (3,1), (4,1),…， 
(n,1) 位 置 上 的 元 素 ; 继 续 再 用 MT ASH ,Va 作 相 似 变 换 分 别 消去 (4， 2)，(5,2)，…，(72， 2) 位 
置 上 的 元 素 。 按 照 这 样 的 办 法 和 顺序 进行 正 交 相似 变换 , 则 已 经 化 为 0 的 元 素 在 以 后 的 变换 
过 程 中 不 再 改变 ,继续 这 种 过 程 "一 2 次 ,就 能 把 4 化 为 上 海 森 伯 格 阵 。 


(2) 泰 斯 荷 尔 德 变换 法 

记 A4 =4, 记 它 的 第 一 列 元 素 组 成 的 向 量 为 am 二 (a 多 ,a 如,…,ay) , 按 式 (9.79) 一 式 
(9. 81) 确 定 瓦 ,使 对 A@ 相似 变换 后 的 矩阵 4o 二 HAH' 第 一 列 次 对 角 线 以 下 的 元 素 化 为 
0, 这 只 要 在 公式 中 取 7 一 2 即 得 。 设 49 的 第 二 列 元 素 构成 的 向 量 为 a , 按 式 (9.79) ~ 式 
(9. 81) 确 定 HH ,使 对 4 相似 变换 后 的 矩阵 4@ 一 HH,A Hs 第 二 列 次 对 角 线 以 下 的 元 素 化 为 
0, 这 只 要 在 公式 中 取 j 一 3 即 得 。 如 此 推 作 (n 一 2) 次 便 可 将 矩阵 A 化 为 上 海 森 伯 格 阵 。 

当 4 为 对 称 矩 阵 时 , 则 由 以 上 两 种 正 交 相 似 变换 所 得 的 答 阵 仍 是 对 称 矩 阵 , 在 这 种 情况 
下 所 得 的 上 海 森 伯 格 阵 被 约 化 为 三 对 角 线 阵 。 

基本 QR 算法 具有 线性 收敛 速度 ,运算 量 也 很 大 , 若 不 采取 适当 措施 ,其 实用 价值 是 不 大 
的 。 不 过 上 述 两 个 缺点 ,目前 都 有 了 较 好 的 克服 措施 ,采取 这 些 措施 后 , QR 方法 就 成 为 实际 
计算 中 很 有 效 的 一 种 方法 。 与 基本 QR 算法 相 区 别 ,把 采取 改进 措施 以 后 的 QR 方法 称 为 扩 
展 的 QR 方法 。 例 如 ,采用 化 4 为 上 海 森 伯 格 阵 , 移 位 加 速 ,避免 复 运算 的 双 步 QR 方法 等 措 
施 ,这 些 内 容 这 里 不 再 具体 介绍 。 
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习 题 九 


9. 1 用 硕 法 计算 下 列 矩 阵 按 模 最 大 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 , 当 特征 值 有 两 位 小 数 稳 


定时 迭代 终止 ,取向 一 (1,1，,1) 


6 
(1) 4 一 |2 
1 


2 1 
3 1|; 
1 1 


9.2 用 反 短 法 求 矩 阵 


最 接近 于 6 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
9.3 ”对 短 阵 


2 4 6 
(2)A=|3 9 15 
4 16 36 


4 3 一 ? 
A=| 3 4 一 i 
二 是 


写 出 使 其 第 一 行 第 二 列 的 元 素 约 化 为 0 的 旋转 变换 矩阵 Vi | 入 作 正 交 相似 变换 。 


9.4 用 察 斯 荷 尔 德 矩 阵 变换 以 下 向 量 
(1) a=(2,2,1)’;(2) a=(12,3,4)’ 
为 (x ,0,0) 形式 。 


9. 5 用 豪 斯 荷 尔 德 矩阵 作 正 交 相 似 变换 ,使 


:| 
i 
4 
约 化 为 三 对 角 线 阵 。 
9.6 用 旋转 变换 矩阵 作 正 交 相 似 变换 ,使 
60 12 
二 三 | 0 2 
16 309 
一 15 185 
约 化 为 三 对 角 线 阵 。 


9.7 用 雅 可 比 法 求 矩 阵 


3 4 
2 2 
16 一 15 
309 185 
312 80 
80 一 600 


3 —4 3 
A=|_4 6 3 
3 31 


的 全 部 特征 值 及 特征 向 量 。 


作 QR 分 解 。 
9.9 用 QR 算 法 求 矩 阵 


的 特征 值 。 


数值 分 析 


> 
I 
oO wv 
一 
DP—~ OO 


第 十 章 “快速 傅 里 叶 变换 


本 章 简要 介绍 传 里 叶 变换 的 基本 概念 及 性 质 。 在 实际 问题 中 ,信息 分 析 如 频谱 分 析 ,数字 
滤波 等 都 要 使 用 傅 里 叶 变换 这 一 数学 工具 。 傅 里 叶 变 换 的 实质 是 将 时 域 信号 变换 为 频 域 信 
号 ,从 而 使 信号 分 析 处 理 大 为 简化 。 离 散 傅 里 叶 (DFT) 变 换 一 直 是 许多 工程 领域 中 的 基本 分 
析 工 具 , 但 是 DFT 在 具体 数值 计算 中 却 遇 到 了 很 大 困难 , 因为 傅 里 叶 变换 是 一 种 正比 于 冯 次 
的 运算 过 程 , 计 算 工作 量 非常 大 ,即使 使 用 计算 速度 很 快 的 机 器 来 计算 离散 傅 里 叶 变 换 也 很 耗 
时 ,致使 有 些 问 题 无 法 通过 这 一 途径 来 解决 。 而 快速 储 里 叶 变换 (FFT) 的 出 现 解 决 了 这 一 
矛盾 。 

快速 傅 里 叶 变 换 (Fast fourier transform) 的 起 源 可 以 追溯 到 1903 年 ， 那 时 Runge 引进 了 
12 点 和 24 点 的 传 里 时 变换 算法 ,但 Runge 的 算法 没有 得 到 推广 。 到 1942 年 Daniclson 和 
Lanczos 提出 了 傅 里 叶 变 换 的 最 优 计 算 方法 ,因为 当时 还 没有 出 现 电子 计算 机 ,这 一 有 效 的 方 
法 也 没有 得 到 应 有 的 重视 。 直 到 1965 年 由 Cooley 和 Tukey 提出 了 适用 于 在 计算 机 上 求 傅 里 
叶 变换 的 快速 算法 ,引起 了 广泛 的 重视 和 应 用 ,也 推动 了 其 他 各 种 快速 算法 的 产生 ,并 使 有 关 
领域 的 科学 分 析 面 狐 为 之 一 新 。 

下 面 先 介绍 一 下 有 限 离散 传 里 叶 变换 。 


$1 有 限 离 散 傅 里 叶 变换 


设 f(#) 是 定义 于 (一 0, 十 co) 上 的 函数 ,满足 条 件 
[Lold<+e (10.1) 
在 上 述 条 件 下 ,对 每 一 实数 w, 积分 
(femed (10.2) 
都 存在 。 这 种 含 参数 w 的 积分 称 为 健 氏 积分 。 这 个 积分 定义 一 个 函数 


十 co ， . 
F(w) = 乒 f(D) eo dt, 一 co<o<eo (10.3) 
式 中 ,i= Vv 一 1, 这 样 就 建立 了 一 个 把 函数 f(1) 变 为 函数 F(w) 的 变换 ,可 以 证 明 
f(D = 元 | Fw)e me duw (10. 4) 


称 FCw) 为 f(z) 的 依 里 叶 变 换 。 在 信息 科学 中 f(z) 经 常 表示 一 个 信号 随 着 时 间或 空间 位 置 的 
变化 ,7 的 傅 里 叶 变换 下 代表 ,Fo 中 的 各 种 频率 信号 成 分 。 实 际 应 用 中 经 常 要 将 信号 从 “时 
域 "表示 f() 转 换 为 “ 频 域 "表示 FCw) 并 对 F(w) 进 行 适当 的 处 理 如 滤波 等 ,再 将 F(w) 转 换 回 
了 f(z) ,以 达到 某 种 技术 上 的 要 求 ,如 数据 压缩 ,图像 处 理 . 图 像 识别 等 。 

现在 ,我 们 将 傅 氏 积分 离散 化 ,通过 采样 取得 f 的 某 些 离散 点 集 上 的 值 。 给 定 At, 取 fC2) 
在 等 距 间 隔 At 的 (2n 十 1) 个 观测 值 


数值 分 析 


fkA 2) (二 0, 土 1, 士 2,…, 圭 7) 


则 当 n 充分 大 时 有 
F(@) ~ je f (emer dt (10. 5) 
上 式 右 端 用 2n 个 左 矩 形 面 积 和 代替 后 得 
F(w) >- 5 f (kAt)E oka A (10. 6) 
k=—nt 
Ek nl 
化 简 为 Flw) 2 D>) (READe2aotaAt 十 >FCEANET2aotxAt (10.7) 
k—n k=0 


对 于 项 Df (kADe okwAt) 置 w 一 雹 G 一 0，1,2，…， 7 一 1)， 就 有 


过 ?一 1 
Df RAD ets A = Sf (k— n)At)e Mea A 
k=0 


k=——n 
nl . 
= fk— nADe Ss DA 
k=0 
nl . 
= Sy fCR— n)At)e hs eat A 
k=0 


nl ; 
全 oN (RE 一 n) Az) enk eZ At 
因为 er 二 ez 江 i i 1, 代 人 上 式 得 


SY fA em A 一 3 fCR— n) At)e s/n A 省 
= k=0 
于 是 将 F(w) 统 一 写成 
F( 翅 )~ 总 (R 一 mAi)er2nknAt 十 fCRAt) esik/n A 
天 一 


= Sa Cn (10. 9) 


这 里 系数 Ai=[ f(AD HF)A) |] 心 , 式 (10 9) 就 是 式 (10. 3) 的 离散 表达 式 。 
给 定 实 的 或 复 的 序列 4。 ,Ai WE ,An_1 , 称 序列 {z; } : 
= SV Ae me, 一 0， 1, 2,*… ,nl (10. 10) 


为 序列 {A,} 的 离散 (有 限 ) 传 里 叶 变 换 , 简 称 DFT。 
如 果 知道 序列 {z } ,也 可 以 通过 式 (10. 10) 将 A 求 出 。 将 式 (10. 10) 两 边 乘 以 ew, 其 中 
1 取 0 到 xn 一 1 的 正 整数 ,并 对 j 从 0~-(n 一 1) 求 和 ,有 


Ln ml 
p22/n -一 A,evy Th/n 一 A 2ri(ik)/n -一 
> ri e S, 时 ke > Se Ag 


a j=0 k 


式 中 , gu 二 Sg g 二 exh ,可 以 看 做 是 一 个 以 g = 二 ex 为 公 比 . 首 项 为 8 一 1 的 等 比 
数列 的 和 ， 通过 等 比 数 列 的 求 和 公式 ， 当 1 过 k 时 ,有 
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La 。(1 ri) 
gu = Sy =!1 (1]—g) _ 工 一 e 
j=0 


1] 一 g 下 :三 e2ri( 人 Dj 
显然 上 式 分 母 1 一 er 9 天 0, 而 分 子 1 一 er 一 0, 所 以 gi 一 0。 而 当 ?天 时 ,9 一 1, 所 以 
Et 一 ?2。 从 而 有 
二- n—l 
zie/ 一 了 Aug i = nA 
j=0 k=0 


即 Al= Dern (l=0， 1，2，…，7 一 1) (10, 11) 
njeo’ 


称 式 (10. 11) 是 式 (10. 10? 的 逆 变 换 。 它 们 是 使 用 计算 机 进行 傅 里 叶 分 析 的 主要 方法 ,在 数字 
信号 处 理 、 全 息 技 术 、 光 谱 和 声 谱 分 析 等 很 多 领域 都 有 广泛 应 用 。 


$ 2 快速 伟 里 叶 变 换 


记 W, 二 eV , 则 式 (10.10) 可 以 写成 
= A AL) = DA) 
GG=0,1,2,.%,n—1) (10. 12) 

式 中 ,{Ai}(& 二 0,1,…,n 一 1) 是 给 定 的 实 的 或 复 的 序列 。 现在 我 们 来 分 析 一 下 离散 传 里 叶 变 
换 的 数值 计算 问题 。 如 果 直 接 用 公式 (10. 12) 计 算 ,需要 ”次 复数 乘法 和 次 复数 加 法 ,车 把 
一 次 复数 乘法 和 一 次 复数 加 法 叫做 一 个 操作 ,那么 计算 全 部 zx; 就 需要 nn? 个 操作 。 当 nn 很 大 
时 ,这 个 计算 量 是 很 可 观 的 。 因 此 在 计算 机 出 现 以 前 只 能 对 较 小 的 n( 如 7 二 12,n 二 14) 进 行 手 
工 计算 。 即 使 计算 机 问世 后 ,n 很 大 的 时 候 计算 的 代价 也 是 很 大 的 。 这 对 那些 使 用 离散 傅 里 
叶 变 换 处 理 数据 和 图 像 的 “实时 ”计算 造成 很 大 的 负担 ,严重 地 影响 了 计算 速度 。 直到 20 世纪 
60 年 代 后 提出 了 快速 算法 之 后 ,速度 的 问题 才 得 到 了 解决 。 

快速 算法 的 思想 就 是 尽量 减少 乘法 次 数 。 用 式 (10. 12) 计 算 z 的 n 个 公式 中 ,表面 看 需要 
”个 乘法 ,实际 上 所 有 e ”一 WW (j,g 一 0,1,…,n 一 中 , 当 庆 二 nN 十 rCN 为 正 整 数 ) 时 , 因 
二 WoW 二 1 Wr 一 0,1,2,…,n 一 1), 所 以 只 需要 对 n 个 不 同 的 值 W'， ,Wo"! 作 
乘法 运算 ,这 样 就 可 以 大 大 减少 乘法 次 数 。 

设 "一 2 ,mm 是 正 整数 。 将 式 (10. 10) 中 的 7 和 上 用 二 进 制 数 表示 为 

j 一 jm2™ 十 jm22"™ 十 十 j121 十 jo 二 Gms jm 70) 
一 12 1! 二 22" ?| 十 ki21 二 ko = (ki ,km 2 »** ,ko) 
式 中 ,j,\&, 取 0 或 1, v=0, 1, 2,…, m 一 1。 又 记 
Ti = Xjml fm 2 9 »J1 ,J0) 


A. = A(kn, 1, kn 2 四 ,ko) 
对 于 加 , 当 值 用 二 进 制 数 (&， ;ht，…s 和 ) 表 示 时 ,可 以 用 以 下 累加 和 表示 为 中 
加 … 淘 ,例如 对 于 m 二 3 的 二 进 制 数 天 表示 为 (及 ,到 ,到 ) ,那么 


各 一 2 一 0 如一 0 


数值 分 析 


ER 


1 
> (pz ,ki ,ko) 


=0 


bd、 
| 
MS- 


~ 
I 
SS 
人 
【 
© 
人 
I 
© 


名 一 
(be ,ki ,0) 生 《Rs ,kl ,1)] 


上 


1 1 
ea 
1 TIM- 


包 (kz ,ki1,0) 十 > + (kz ski,1)] 


& 一 0 


a 
= 


一 Se 0) 十 Ckas1,0) 十 (R250,1) 十 (Rs,1,1)] 


如 = 
一 (0,0,0) 十 (0,1,0) 十 (0,0,1) 十 (0,1,1) 十 (1;,0,0) 十 (1,1,0) 十 (1,0，,1) 十 (1,1,1) 
由 此 可 见 , 二 进 制 数 (&,_ Ra ;&o) 中 的 数字 k,(v=0,1,2,.* ,mm 一 1) 遍 取 0,1 后 就 可 
以 得 到 数 集 {0,1 2 72 一 1) ;同样 , 二进制 数 (jm-1 9 fm_2 ,jo) 中 的 数字 ju(v=0, 1 ;2 9 
m 一 1) 遍 取 0,1 后 可 以 得 到 其 数 集 {0,1,2,…,n 一 1} o 于 是 式 (10. 12) 可 写成 
nl 1 1 1 
Tjm1 sm? 9""* 1 ,jo0) = AWA 二 Do >， ACE。 1 ,km_2 四 ,ko WE 
k=0 如 00 kd1=0 
(10. 13) 
式 中 ,p 二 jk 二 Cm_12" 十 jm_22" 十 二 121 十 jo) Ckm12” 十 km-22" ?十 …… 十 R12 十 ko)》 
利用 Wet 二 Ws W?, 则 Ws 可 以 写成 
We = Wi = Wi Hh th Ho) 一 Wi oo Wi Wi (10. 14) 


现在 我 们 考虑 式 (10, 14) 中 的 每 一 项 ,并 利用 (W2 ) 一 exp{ 一 县 2"N } 二 1(N 为 正 整数 ) 
进行 简化 。 首 先 考虑 第 一 项 


Tb 一 了 0 
=W?” Cm-1 2 "op -1) 。 W” Car 2 2 "or 1) oe -WY Cn-1) WwW” Gok 1) 
—W” ‘jokin 1 
类 似 的 ,对 于 式 (10. 14) 中 的 第 二 项 ,有 
Wi — 了 
一 WY?” Gm Ca "hk 2) . WwW? (jm2 和 or 2) “0 Wr (271 +io DA 2 
一 WwW” (2j1+jo)kn 2 
更 一 般 的 可 以 得 到 
Wi 2 Wr” CE (10. 15) 
应 用 式 (10. 15) ,那么 式 (10. 13) 可 以 简化 为 
Tjm1 9 fm-2 71 "7o) 


i 1 
= b> | 2 A(CR 1，R 2 Ri ,REo)。 WE johmt 和 WY htio) bn 2 oo } . 


bo=0 hi=0 k,l1=0 


Wi) (10. 16) 


显 见 , 式 (10. 16) 的 右 端 是 使 用 W,; ”型 因子 的 逐次 乘法 计算 过 程 ,在 每 一 次 乘法 中 当 
二 0 时 ,W,7 “hm 一 Wo 二 1, 这 时 可 免 去 乘 因子 运算 ; 当 和 一 1 并 且 j 隆 0 时 ,这 时 要 做 乘 因子 的 
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运算 。 为 使 计算 过 程 规 范 化 地 进行 , 现 引 入 以 下 记号 
Bo (km_1 » km_2 9 »k1 ,ko)=A(k, 1 km_2 和 ,Ri ,ko ) 


' 
WE 2m 一 ] > hb 
Bi (jo sRm_2»"""»R1 ,ko ) 一 ,2 Bo (kn 3 到 ,ko Ws 加 1 
=Bo(0, ka," ,kiko) BoCl,k,, 天 ,ko) We i 


1 
了 2 (jo 1 » Rm--3 9""" ,kl ,ko ) 一 >») Bi (jo ,km_2 We »R1 ,Ro WY tio hn 2 


m2 —0 


一 及; (jo 0 ,kn_s ,Ri ,ko) 二 Bi (jo s1 ,kms 9°°" »k1 ,Ro WY tio) 


也。 (jo 7J1 We 9Jm-—l ) 一 EC 5S Bi (jm-2s° 9 ,jo ,ko) WE in-1t"™t2i tio) 
=0 
一 Bi (jo 9 jm-2 ,0) Bi (jo Ct DW Vim-1tt2 tio) 
Tfmirjm 2 0) = B,Cfo, jl, ,jm-_1) (10. 17) 


这 样式 (10. 16) 的 计算 过 程 就 可 以 逐次 递 推 如 下 。 首 先 由 给 定 的 人 一 ACE ,2 ，… 
&o) 出 发 ， 对 已 (v= 二 0， 1 2 ”9 II2 一 Ta, 1 形成 实 的 或 复 的 序列 {Bo (Rn 1 kn_2,"" ke)). 


由 式 (10， 17) 第 2 式 的 右 端 知 ， S$) Bo (km—1 » km_2 »*° “ko WE iokn-1 只 与 jo skm_2，*** ,Ro 的 


hr 1 一 0 


取 值 有 关 ， 所 以 将 它 表 示 为 Bl (joskm-2s""* ko) 对 j Joskm_z，… ,ko 裔 取 0,1 后 形成 实 的 或 复 的 
序列 {B, (jo ,km_—2 ，""* ,ko) } , 余 类 推 ,最 后 即 可 获得 结果 序列 {zi } = {Xfm » Jm-2 » "Jo )} 二 
《Bon(7jo, 广 ,Jo-i)}。 综 上 可 见 , 快 速 傅 里 叶 变换 就 是 通过 遍历 )。&。 的 各 值 获取 各 列 的 元 
素 以 及 通过 各 列 相关 元 素 间 的 逐次 递 推 关 系 实现 求 和 的 计算 过 程 。 

下 面 我 们 来 看 一 下 计算 量 。 


1 
Bi -一 >) A(k,_1 sRm_2 9 5 ,Ro )W i 


因 序 列 {As} 具 有 n==2” 个 ,所 以 计算 如 需要 2" 次 乘法 运算 。 同 样 ,由 B, 出 发 计算 Bs 也 需 
要 2” 次 乘法 运算 。 如 此 继续 下 去 ,直至 计算 出 B 时 ,需要 的 乘法 计算 量 为 =m2" 次 。 因 
为 m 二 logzn, 所 以 可 以 写作 了 =nlogzn(<n?)。 可 见 , 当 很 大 时 ,快速 傅 里 叶 变 换 的 计算 量 
比 健 里 叶 变 换 的 计算 量 少 很 多 。 
上 述 快 速 储 里 叶 变 换 的 推演 过 程 或 许 过 于 繁琐 ,但 是 通过 实例 示范 ,可 知 方法 既 简 单 又 规 

范 ,在 计算 机 上 也 易于 实现 。 我 们 以 n= 二 8,m= 二 3 为 例 ,说 明 一 下 计算 过 程 。 此 时 

j= j22 十 j12! 十 jo = (J2 71j0) 

k= ko22 二 ki2! 二 ko = (kz ,ki ,ko) 

W# = Wha ti12 ti0) Ko22H&121-+Hho) 到 Tt » WHYi2tHioh 2 。 Ws? ti12tio)b 


于 是 
xj2,j1,j0) 一 3 y SA ,k1 ,ko) Wi 
=0k =0k, =0 
1 1 1 
= 2D) 2) > A( sh ,ko Whe® « WhitiDn"? » WY Hitioh (10. 18) 


k0=0&] =0k, =0 


1 
= DPD A sh sh) WER] 。 WE ) » Wh 


=0 和 =0 b=0 
记 Bo(k ,ki,ko)=ACkz ,ki ,ko), 
Bo (0,0,0)=ACO) 
Bo (0,0,1)=A() 
Bo (0,1,0)=A(C2) 
Bo (0,1,1)=A(C3) 
Bo(1,0,0)=A(4) 
Bo(1,0,1) 一 A(5) 
Bu(1,1,0) 一 A(6) 
Boll,1,1)=A(7) 


式 (10. 18) 中 的 式 下 Alkzs ,ki ,ko) Wen = Bo (Re 名) 机 go 仅 与 jo,k1 ,ko 有 
关 , 于 是 可 记 为 。 
Bi josh ,ho) 一 DA WE ji 一 DB as ha sh Wh 00k 
进一步 有 l 


Bi (jo ,Rk1 ,ko) 一 Bo (0,k1 ,ko) 十 Bo (1 ,Rk1 ,ko) Whio'0®) (10, 19) 
Bi Cjoski ,ko) 中 的 jo ,ki,ko, 可 以 分 别 取 0、1, 这 样 当 j,k1,h 遍 取 0、1 之 后 可 以 得 到 8 


个 等 式 如 下 
BI (0,0,0) =B。 (0,0,0) 十 Bo(1,0,0)W 


Bi:(0,0,1) 一 Bo(0,0,1) 十 Bo(1,0,1)VW8 
Bi (0,1,0) 一 Bu(0,1;0) 十 Bo(1,1,0)T 
Bi(0,1,1)=Bo (0,1,1)+Bo(1,1, WS 
Bi(1,0,0)=B,(0,0,0)++Bo (1,0,0)WS$ 
Bi(1,0,1)=Bo(0,0,1)++Bo (1,0,1)WE 
Bi(1,1,0)=B,(0,1,0)+Bo(1,1,0)W 
Bi(1,1,1)=Bo(0,1,1)+Bo (1,1, DW 


由 此 就 由 给 定 的 序列 {Bo 《ks ,ki ,ko)) ,计算 出 了 序列 {Bi (Jo ,ki ,ko)}。 在 式 (10. 19) 基 础 
上 , 式 (10. 18) 可 以 化 成 : 


1 1 
二 {2 BiGoshs ho WE » WHT tt 
9 » | 


如 =0 =0 

1 1 
= > (>， Bi 070 ,skis,ko) WhiiioDh )} 。 WE? ti2tio) (10. 20) 
如 =0 =0 
同样 , 式 3 BiCjo ,hko)W91'io'%4 仅 与 jo,j1,ko 有 关 , 于 是 可 记 为 
k=0 
B;, (jo ,71,ko)= 3 Bi (jo ,ki ,ko Whi Dh =Bi(jo,0,ko) 二 Bi (jo ,1 ,ko) Wel'io'0) 

k=0 


(10. 21) 
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对 于 Bs (jo, 记 1 ,&o) 中 的 71ovjiypo, 饥 取 0,.1 后 同样 可 以 得 到 以 下 8 个 等 式 
B2(0,0,0)=B;,(0,0,0)++Bi (0,1,0)W 
B,(0,0,1)=Bi(0,0,1)+B (C0,1,1)W! 
B:(0,1,0)=Bi(0,0,0)+Bi(0,1,0)W 
B2(0,1,1)=B1(0,0,1)+Bi (0,1,1)W 
B2(1,0,0)=B,(1,0,0)++B, (1,1,0)W3 
B,(1,0,1)=Bi(1,0,1)+Bi(1,1,1)W3 
B2(1,1,0)=B1(1,0,0)++Bi(1,1,0Ws 
B;(1,1,1)=Bi(1,0,1)+Bi(1,1,1)W:s 


在 式 (10. 22) 的 基础 上 , 式 (10. 20) 可 化 为 


(10. 22) 


1 1 
zj29j1 jo) = D7 Bz josjis ko) » WY tatioh 一 D1 B,Cjos nb) Wi 
如 一 0 如 一 0 
(10. 23) 


1 
式 2) Bz (jo, 放 ,ko)W82"ivio%h 仅 与 jo,j1,72 有 关 , 于 是 可 记 为 
ho=0 


1 
Bs (os,71,j2) = 2B, (josf1s ko Whi — B, (jo ,71,0) + B, Co 71 1) Wahio) 
如 一 4 


并 且 有 B; (josfi 7J2) 一 Z(72 JJo) 。 

对 于 Bs Cos7y 思 ) 中 的 j7,7j, 遍 取 0、1 之 后 同样 可 以 得 到 8 个 等 式 如 下 
7(0,0,0)=B;(0,0,0)=B,(0,0,0)++B,(0,0,1)W! 
zx(1,0,0)=B,(0,0,1)=B, (0,0,0)++B, (0,0,1)Wé 
Z(0,1,0) 一 B:(0,1,0) 一 B:(0,1,0) 十 B， (0,1,1)W8 
zx(1,1,0)=B;(0,1,1)=B,(0,1,0)+B, (0,1,1)Ws 
x(0,0,1)=B;(1,0,0)=B,(1,0,0)++B;(1,0,1)W! 
z(1,0,1)=B;(1,0,1)=B;(1,0,0)+B, (1,0,1)Ws 
zx(0,1,1)=B,(1,1,0)=B,(1,1,0)+B,(1,1, DW 
Zz(1,1,1)=B3(1,1,1)=B,(1,1,0)+B,(1,1, WwW? 


为 了 能 形象 地 反映 以 上 的 计算 过 程 ,下 面 我 们 把 它 用 流程 图 表示 出 来 ,如 图 10. 1 所 示 。 
流程 图 可 以 如 下 构造 ;用 序号 7 的 列 作为 流程 图 的 左 端 ,然后 是 列 B,Cj) (1 二 0,1,2,3),z 列 作 
为 流程 图 的 右 端 。 按 列 的 计算 过 程 依次 是 Bo。、B, 、B。、B。, 每 列 中 的 节点 用 圆圈 表示 ,每 个 圆 
圈 内 部 都 有 一 个 整数 =, 表示 W, 的 短 指 数 , 即 W:。 每 一 个 图 圈 都 有 实 线 或 虚线 引入 ,这 表示 
该 节点 的 值 是 由 实 线 引 来 的 数 与 W: 相 乘 后 再 与 由 虚线 引 来 的 数 相 加 ,得 出 该 节点 的 BC)) 
值 ,例如 

B:(1,0,0) = Bi(1,0,0) 十 BC1,1,0)7W3 


J 


(0, 0, 0) 


(0, 0, 1) 


(0, 1, 0) 


(0, 1, 1) 


(1, 0, 0) 


(1, 0, 1) 


(1, 1, 0) 


(1, 1, 1) 


BC7) 


Bo(0) 有 


上 
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Bi()) 


图 10. 1 


Bo(7) 


B,(j) 


Xo 


X4 


X2 


Xs 


Xi 


Xs 


X3 


总 
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习题 十 


10.1 “对 一 4 作 快 速 傅 里 叶 变 换 流 程 图 。 

10.2 当 给 出 的 分 量 Ai 按照 二 进 制 顺序 排列 时 ,用 快速 传 里 叶 变 换 方法 得 到 的 结果 序 
列 二 是 乱 序 的 ,那么 对 于 ”一 16 的 情形 ,请 指明 乱 序 的 次 序 是 怎样 的 ? 

10.3 ”给 定 函 数 f(z) 二 e 1 , 求 其 傅 里 叶 变 换 。 


